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In Galois fields, full of flowers
primitive elements dance for hours
climbing sequentially throuh the trees
and shouting occasional parities.

The syndromes like ghosts in the misty damp
feed the smoldering fires of the Berlekamp

and high-flying exponents sometimes are downed
on the jagged peaks of the Gilbert bound.

S. B. Weinstein
Bell Telephone Labs., Inc.
Holmdel, N.J. 07733



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Theoretische Grundlagen

2.1

2.2

2.3

Mathematische Grundlagen . . . . . .. ... ... ... .......
2.1.1  Galois-Felder . . . . .. .. ... ... . .
Primkérper, kleinste Reste und absolut kleinste Reste . . . . .
Ordnung, primitives Element . . . . .. .. ... ... ....
Irreduzible und primitive Polynome . . . . . . . . .. ... ..
Erweiterungskorper . . . . . ... Lo
2.1.2 Kreisteilungsklassen . . . . ... ... ... ... . ...
Konjugiert komplexe Elemente . . . . . . . ... ... ... ..
Minimale Polynome . . . . . . .. . ... ... .. .......
2.1.3 Mattson-Solomon Polynome, Diskrete Fourier-Transformation
Rechenregeln . . . . . .. .. ... Lo
2.1.4 Newtonsche Gleichungen . . . . . . . . ... ... ... ....
Symmetrische Polynome, Potenzsummen . . . . . . . ... ..
Elementarsymmetrische Polynome, Vietascher Wurzelsatz . . .
Newtonsche Gleichungen . . . . . . ... ... ... ... ...
Metriken . . . . . . Lo
2.2.1 Euklidische Metrik . . . . . . ... ..o
2.2.2  Hamming-Metrik . . .. ... ... ... o000
223 Lee-Metrik . . . . .. .. Lo o
Blockcodes . . . . . . Lo
2.3.1 Grundbegriffe . . . ... o o
Matrixschreibweise: Generatorpolynom, Priifpolynom . . . . .

Systematische Codierung . . . . . . . . . . ... ... .. ...

© © 0o 0o =~ =~ Ut Ut Ot k= W w W



IT

3

INHALTSVERZEICHNIS

Syndrom . . . . . ... 19

Zyklische Codes, Polynomschreibweise . . . . .. .. ... .. 19
Codierungsmethoden . . . . . . . . ... .. ... 21
Mindestdistanz und Minimalgewicht . . . . ... .. ... .. 22
Zusammenhang zwischen Mindestdistanz und Priifmatrix . . . 23
Decodierprinzipien . . . . . . .. ... 24

2.3.2  Wichtige zyklische Codes . . . . . . . . .. ... ... .. ... 26
Reed-Solomon-Codes . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 26
BCH-Codes . . . . . . . .. . . . 28

Beispiel zur Konstruktion eines BCH-Codes . . . . . ... .. 31

2.3.3 Algebraische Decodierung und Berlekamp-Algorithmus . . . . 32
Negazyklische Codes 37
3.1 Konstruktion . . . . .. ... 38
Beispiel . . . . . o 42

3.2 Algebraische Decodierung negazyklischer Codes . . . . . .. .. ... 43
Beispiel . . . . . .. 49

3.3 Parameter von NC-Codes . . . . . ... .. ... ... .. ...... 51
Zu den Simulationen 53
4.1 Der Simulationsaufbau fiir NC-Codes . . . . . ... ... ... .... 53
Die nichtbinére Zufallsquelle . . . . . . . . ... ... ... .. 53

4.2 Aufgezeichnete Fehlerhdufigkeiten . . . . . . . . .. ... .. .. ... 55
4.3 'Theoretische Fehlerwahrscheinlichkeiten . . . . . . . . . .. ... ... 56
4.3.1 Fehlerwahrscheinlichkeiten bei MPSK-Ubertragung . . . . . . o7
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit P ,ncoded - - -« - - - o o o o 57
Blockfehlerwahrscheinlichkeit P, ,ncodged - - - - -« - - o o o L 59

4.3.2 Die Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit P, bei RS-und BCH-Codes 59
4.3.3 Die Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit P, bei NC-Codes . . . . 60
Simulationsergebnisse 63
5.1 Restfehlerraten P. und Py einiger NC-Codes . . . . .. .. ... ... 64
5.2 Vergleich mit RS-Codes iiber GF(2™) . . . . . . .. ... ... .... 67
5.3 Vergleich mit verkiirzten RS-Codes iiber GF(p) . . .. ... ... .. 70
5.4 Vergleich mit nichtbindren BCH-Codes . . . . . .. .. .. ... ... 71

5.5 Beispiel fiir Fehlerkorrektur und Decodierversagen . . . . . . . . . .. 71



INHALTSVERZEICHNIS
6 Anmerkungen zur Gewichtsverteilung und Mindestdistanz
7 Zusammenfassung und Ausblick

A Parameter negazyklischer Codes
A.1 Die Parameter n,kund ¢,, . . . . . . .. .. ... ... ... . ....
A2 Grofite Mindestdistanzen d (fiic m=1) . . . . ... ... .. .. ...

B Flufldiagramme wichtiger Algorithmen
B.1 Berlekamp-Algorithmus. . . . . . .. ... ... ... .. ...
B.2 Decodieralgorithmus fiir NC-Codes . . . . .. .. ... .. ......

C Implementierung in COSSAP
C.1 Der Encoder NEGACYCL_CO2 . . . . . . . . . . . . . ...
C.2 Der Decoder NEGACYCL.DE2 . . . . . .. . . .. .. .. .. ......
C.3 Die nichtbindre Zufallsquelle ISRC . . . . . . . ... ... ... ...

D Abkiirzungen und Formelzeichen
D.1 Abkiirzungen . . . . . . . . .. ..

D.2 Formelzeichen . . . . . . . . . .. .
Abbildungsverzeichnis

Literaturverzeichnis

II1

73

75

77
7
7

83
84
85

87
87
89
90

93
93
94

97

100



IAY

INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Einleitung

Im Zusammenhang mit Dateniibertragung {iber Kaniile aller Art wird heutzutage Ka-
nalcodierung eingesetzt, um aufgetretene Fehler zu erkennen und zu korrigieren. Die
zu iibertragende Information wird im Sender codiert und mufl auf der Empféingerseite
wieder decodiert werden.

Eine Moglichkeit hierzu stellt die sogenannte algebraische Decodierung dar. Algebrai-
sche Decoder berechnen aus einem Hard Decision Empfangswort ein Syndrom, wel-
ches ausschlieflich vom aufgetretenen Fehler, nicht jedoch vom gesendeten Codewort
abhingt. Die nétigen Berechnungen werden dabei in einem endlichen Zahlenkorper
durchgefiihrt. Aus dem Syndrom wird anschlieend das wahrscheinlichste Fehlerwort
berechnet und vom Empfangswort abgezogen. Sind weniger Fehler aufgetreten als
korrigiert werden konnen, so erhilt man das fehlerfreie, gesendete Codewort, dem
eindeutig eine bestimmte Information zugeordnet werden kann.

Bei der Berechnung des Syndroms spielt die verwendete Metrik als Maf fiir die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers eine entscheidende Rolle. Bei vielen Codes wie z.B. RS-
oder BCH-Codes wird die sogenannte Hamming-Metrik verwendet. Diese ist gut ge-
eignet fiir BPSK oder orthogonale Modulationsverfahren. In Verbindung mit mehr-
wertigen Modulationsverfahren wie MPSK oder QAM ist ihr Einsatz jedoch weniger
sinnvoll, da hier ein gesendetes Symbol in manche Symbole mit gréferer Wahrschein-
lichkeit verfdlscht wird als in andere. Fiir solche Modulationsverfahren existieren
geeignetere Metriken und Codes, die die unterschiedlichen Intersymbolfehlerwahr-
scheinlichkeiten beriicksichtigen. So bieten sich fiir MPSK-Modulation die sogenann-
te Lee-Metrik und die zugehorigen negazyklischen Codes an. Fiir QAM-Modulation
existieren analog dazu die Mannheim-Metrik und die i-zyklischen Codes.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden die negazyklischen Codes untersucht.
Die Theorie hierzu ist in [Ber84] beschrieben, ebenso eine erste Methode fiir ihre
algebraische Decodierung.

Im Vordergrund stand die Implementierung der beschriebenen Verfahren, um einen
anschliefenden Vergleich mit anderen nichtbinéiren Codes wie den RS-Codes zu ermogli-
chen, die auf der Hamming-Metrik basieren.

Dazu war zunéchst die Erstellung einer C-Funktionenbibliothek fiir Berechnungen
im Erweiterungskérper GF(p™) und Rechnungen mit Polynomen erforderlich. Ins-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

besondere die Polynom-Funktionen wurden dabei speziell fiir den Einsatz bei nega-
zyklischen Codes ausgelegt. Die in [Gai93] und [Kre94] beschriebenen Funktionen-
bibliotheken dienten hierbei als Vorlage, konnten jedoch aufgrund ihrer ungiinstig
gewéhlten Datenstrukturen bzw. ihrer Beschrinkung auf GF(2™) nicht unveréindert
zum Einsatz kommen.

Mit Hilfe der C-Funktionen wurden dann ein Encoder und ein algebraischer Decoder
fiir negazyklische Codes fiir das Simulationswerkzeug COSSAP implementiert.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 sind zunéchst die wichtigsten Grundlagen zur Kanalcodierung und zu
den verwendeten Metriken aufgefiihrt. Insbesondere wird die Konstruktion und die
algebraische Decodierung von RS- und BCH-Codes beschrieben. Analog dazu wird
bei der Beschreibung der negazyklischen Codes in Kapitel 3 vorgegangen. In Kapi-
tel 4 werden die durchgefiihrten Berechnungen und Simulationen beschrieben und
in Kapitel 5 findet man die zugehérigen Ergebnisse sowie einen Vergleich zwischen
negazyklischen Codes und RS-Codes. In Kapitel 6 werden werden abschlielend die
Mindestdistanzen negazyklischer Codes betrachtet.

Im Anhang finden sich schliellich einige Tabellen mit Parametern negazyklischer Co-
des, FluBldiagramme wichtiger Algorithmen sowie eine kurze Beschreibung der pro-
grammierten COSSAP-Module.

Einen vollstdndigen Abdruck aller C- und MATLAB-Programme, die im Rahmen
dieser Arbeit erstellt wurden, findet man in [Haa96].



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen zunfichst die wichtigsten Voraussetzungen zum Verstéind-
nis der folgenden Kapitel geschaffen werden. Zu diesem Zweck wird in Abschnitt
2.1 die Theorie der Erweiterungskorper sowie der Kreisteilungsklassen behandelt,
die die Basis fiir die Konstruktion der Codes und deren algebraische Decodierung
darstellen. AnschlieBend werden kurz Mattson-Solomon Polynome und die Newton-
schen Gleichungen dargestellt, die zur Decodierung nétig sind. Da eine ausfiihrli-
chere Einfithrung in die Zahlentheorie den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde,
sei hierfiir auf Standardwerke der Kanalcodierung wie [Bla90], [Bos92] oder [MS83]
sowie auf spezielle Literatur zur Zahlentheorie [HW58|, [Has69] verwiesen. In Ab-
schnitt 2.2 folgt die Beschreibung der verwendeten Metriken, insbesondere wird die
Lee-Metrik fiir MPSK-Modulation eingefiihrt, auf der negazyklische Codes aufbauen.
In Abschnitt 2.3 werden schliefilich Blockcodes eingefiihrt. Insbesondere werden die
zyklischen Reed-Solomon- und BCH-Codes behandelt, da die Beschreibung negazy-
klischer Codes in Kapitel 3 analog erfolgt. Die algebraische Decodierung der beschrie-
benen zyklischen Blockcodes basiert hauptséichlich auf dem Berlekamp-Algorithmus
zur Losung der sogenannten Schliisselgleichung. Dieser ist in Anhang B.1 in Form
eines Ablaufdiagramms dargestellt und spielt auch bei der algebraischen Decodie-
rung von negazyklischen Codes (NC-Codes) in Kapitel 3 eine wesentliche Rolle. Auch
hierzu finden sich weitergehende Beschreibungen in oben genannter Literatur und in
[Ber84].

2.1 Mathematische Grundlagen

2.1.1 Galois-Felder

Algebraische Decodierverfahren sind dadurch gekennzeichnet, daf} sie mit Rechenope-
rationen in endlichen Zahlenkorpern arbeiten. Diese endlichen Zahlenkoérper werden
Galois-Felder genannt und mit GF(q) abgekiirzt. Im folgenden werden Primkdérper
GF(p) und Erweiterungskorper GF(p™) als wichtigste Vertreter von Galoisfeldern
dargestellt.



4 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Primkorper, kleinste Reste und absolut kleinste Reste

Als Primkorper bezeichnet man die Menge GF(p) = {0,1,2,,...,p — 1}, wobei p
eine Primzahl ist. Dann, und nur dann, erfiillen die Elemente der Menge beziiglich
der Addition und der Multiplikation mod p die Axiome eines Korpers (siehe [Bos92],
Seite 36f). Die Modulo-Rechnung ist dabei folgendermafien definiert:

bzamodpza—{ng p,a€ IN, beGF(p), (2.1)
p

wobei |z] die grofite ganze Zahl darstellt, die kleiner oder gleich x ist. Die Operation
a mod p ist eine eindeutige Abbildung und teilt die Menge der natiirlichen Zahlen
IN in p Restklassen auf, d.h. in p Klassen von natiirlichen Zahlen, die beziiglich der
Division durch p den gleichen Rest besitzen. Man nennt GF(p) daher auch Menge
der kleinsten Reste mod p. Diese Menge stellt ein volles Restsystem mod p dar.

Ein weiteres volles Restsystem besteht aus den p aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
x, fiir die gilt |x| < |p/2]. Man nennt die Elemente der Menge {0, £1,£2,... ,£|p/2]}
absolut kleinste Reste mod p (siehe auch [Has69], Seite 25). Ist p eine Primzahl, so
besitzt auch die Menge der absolut kleinsten Reste die Eigenschaften eines Kérpers.
Fiir diesen Fall wird folgende Schreibweise vereinbart:

a

(?FA@)::{mjﬂ,izw..ﬂt{—J} (2.2)
p
Die natiirlichen Zahlen werden durch die Abbildung

b:amodAp:a—[%]p p,a€ IN, be GF(p) (2.3)

eindeutig auf GF4(p) abgebildet. [7] stellt dabei die Rundung von x auf die néchste
ganze Zahl dar. Zwischen GF(p) und GF*(p) besteht ein Isomorphismus (siche
[Has69], Seite 23ff), d.h. eine eindeutig umkehrbare Zuordnung. Jeweils eine Rest-
klasse modp und eine Restklasse mod “p enthalten die gleichen Elemente, jeweils ein
kleinster Rest und ein absolut kleinster Rest sind einander eindeutig zugeordnet. Fol-
gende Tabelle stellt die eindeutig umkehrbare Abbildung dar:

| GF(p) | GF'(p) |

0 0 [GF() [GF'(T) ]
1 1 0 0
5 s ! !
19/2] p/2] Beispiel: g g
lp/2]+1 | - |p/2] 1 =
' 5 6 1
P -1

Prinzipiell macht es also keinen Unterschied, ob Rechnungen in GF(p) oder GF4(p)
durchgefiihrt werden. Diese Tatsache wird in Abschnitt 2.2.3 bei der Definition der
Lee-Metrik von Bedeutung sein.



2.1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 5

Ordnung, primitives Element

Die Ordnung r eines Elements a € GF(p), a # 0 ist definiert als der kleinste
positive ganzzahlige Exponent, fiir den gilt: a” = 1 mod p, das heifit a’<" # 1 mod p.
Allgemein gilt 7 < p — 1 und fiir den Fall r = p — 1 nennt man a primitives Element.
Zu jedem Galois-Feld existiert mindestens ein primitives Element.

Fiir r < p— 1 gilt immer r | p — 1, d.h. die Ordnung eines Elements ist immer Teiler
der maximal méglichen Ordnung (siehe [Bos92], Seite 38).

Fiir Erweiterungskérper GF (p™), die spiter eingefiihrt werden, kann die Definition
der Ordnung sinngeméf iibernommen werden, doch mufl p — 1 durch p™ — 1 ersetzt
werden. D.h. die Ordnung eines primitiven Elements aus einem Erweiterungskorper
ist p™ — 1.

Irreduzible und primitive Polynome

Ein Polynom p(z) = ppa™ + -+ + p1x + po mit Koeffizienten p; € GF(p), welches
nicht als Produkt von Polynomen kleineren Grades darstellbar ist, die auch nur Ko-
effizienten aus GF(p) besitzen, nennt man irreduzibles Polynom. Notwendig fiir ein
irreduzibles Polynom ist, dal es keine Nullstellen aus GF'(p) besitzt. Hinreichend ist
diese Bedingung nicht, da auch ein Produkt von irreduziblen Polynomen diese Bedin-
gung erfiillt, jedoch selbst kein irreduzibles Polynom darstellt.

Ein irreduzibles Polynom p(x) besitzt laut Definition keine Nullstellen aus GF(p).
Man kann jedoch eine Nullstelle (oder Wurzel) o aufierhalb von GF(p) definieren, fiir
die gilt: p(a)) = 0. Besitzt solch eine Wurzel « die Eigenschaft, daf

o’ mod p(a), i=0,1,...,p" =2, m = grad (p(z)) (2.4)

alle p™ — 1 verschiedenen Polynome mit Koeffizienten aus GF(p) erzeugt, so nennt
man p(x) primitives Polynom und « primitive Einheitswurzel, da sie die maximale
Ordnung n = p™ — 1 besitzt.

Die verwendete Modulo-Polynom-Rechnung ¢(z) mod p(«) bedeutet, dafi man p(«) zu
Null setzt und diese Gleichung auf ¢(x) anwendet. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiel 2.1: Modulo-Polynom-Rechnung

Seien die Polynom-Koeffizienten aus GF(5) und q(z) = 22%> +3z+1, p(z) = 2> + 2 +2. Aus p(z) =0
ergibt sich dann 22 = —2 — 2 = 4z + 3 und man erhilt ¢(z) = 2(4z + 3) + 3z + 1 = 2 + 2 mod p(zx)
a

Erweiterungskorper

Sei p(x) ein primitives Polynom vom Grad m. Nach Definition ist dann seine pri-
mitive Wurzel « nicht Element des Primkorpers GF(p). Sie stellt ein Element des
sogenannten Erweiterungskirpers GF(p™) dar. Dessen Elemente sind die Potenzen
a ®=0,a%at,a? ... af" 2 (vergleiche (2.4)).

Der Erweiterungskorper besteht demnach aus p™ Elementen. Fiir diese bieten sich
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aufgrund der Konstruktion des Erweiterungskorpers zwei verschiedene Darstellungs-
formen an. Zum einen ist jedes Element eindeutig durch seinen Exponenten exp €
{=00,0,1,...,p™—2} gekennzeichnet. Andererseits stellt jedes Element ein Polynom
in a dar, wobei es geniigt, die Koeffizienten aus GF'(p) dieses Polynoms anzugeben.
Man unterscheidet deshalb die sogenannte FEzponentendarstellung und die Kompo-
nentendarstellung.

Da die Addition zweier Elemente aus GF'(p™) in Komponentendarstellung durch Ad-
dition der Polynomkoeffizienten mod p erfolgt, wihrend sich die Multiplikation am
einfachsten durch Addition der Exponenten mod p™ — 1 realisieren 148t, ist fiir nahe-
zu alle Berechnungen im Erweiterungskorper eine Zuordnungstabelle zwischen beiden
Darstellungformen (eine sogenannte Logarithmentafel) erforderlich. Solch eine Tabelle
veranschaulicht auch sehr gut die Konstruktion eines Erweiterungskorpers.

Beispiel 2.2: Logarithmentafel des Erweiterungskorpers GF(5%) mit dem primitiven Polynom
p(r) =2+ +2, p; € GF(5) und dem primitiven Element a mit p(a) = 0.

| Exponent || Komponenten | Polynom Berechnung (Koeffizienten mod 5) |

—00 00 0

0 01 1

1 10 Q

2 43 4d0+3 = o> = —-a-2

3 42 da+2 = o = a-a® = 4a’°+3a = 19a+12
4 32 3a+2 = af = a-&® = 4a’+4a = 18a+12
5 44 da+4 = o = a-at = 3a°+2a = l4a+9
6 02 2 = o = a-a® = 4a®>+4a = 20a+12
7 20 2a = o = a-a = 2a

8 31 3a+1l = a8 = a-af = 2a° = 8a+6
9 34 3a+4 = o = a-a® = 3a>+1la = 13a+9
10 14 a+4 = a% = a0 = 3®>+4a = 16a+9
11 33 3a+3 = o' = a-a% = a’+4a0 = 8a+3
12 04 4 = a? = a-al' = 3a>+3a = 15a+9
13 40 4o = a® = a-a? = 4o

14 12 a4+ 2 = ao” = a-a® = 407 = 16a+ 12
15 13 a+3 = o = a-a* = a’?+2a = 6a+3
16 23 20¢+3 = a'% = a-a® = a®>+3a = Ta+3
17 11 a+l = a7 = a-a% = 2a2+3a = 1lla+6
18 03 3 = a® = a.ad" = a®+a = 5a+3
19 30 3a = af = a-a® = 3a

20 24 2a+4 = o = a-a” = 3a? = 12a+9
21 21 2a+1 = o' = a-a® = 2a°+4a = 12a+6
22 41 da+1 = o = a-a® = 2°+1la = 9a+6
23 22 2a0+2 = o = a-a® = 4a’+a = 1Ta+12

| 24 | 01 | 1 a2t a-a® 20° +20 = 10a+6 |
aim0d24; Multiplikation . aQO '0416 — a36mod24 — Oé12
Addition o +a®=(24)+(23)mod (55)=(42)=a?
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2.1.2 Kreisteilungsklassen

Sei p eine Primzahl, dann definiert man als Kreisteilungsklasse K; beziiglich einer Zahl
n =p™ — 1 die Menge

K;:=={i-p’modn|j=0,1,... ,m—1}. (2.5)
Kreisteilungsklassen besitzen folgende Eigenschaften:
K| < m
K,NnK; = 0, 1# ] (2.6)
Ky = {0}
Uri = {0,1,....n-1}
Ist n = p™ — 1 eine Primzahl so gilt:
|K;| = m, Vi #0 (2.7)
und die Anzahl der Kreisteilungsklassen betrigt dann:
n—1
#K) = ——+1 (2.8)

Beispiel 2.3: Kreisteilungsklassen beziiglich der Zahl n = 15 =2* — 1 (p = 2,m = 4)

Ky = {0}

K, = {1,2,4,8}
K; = {3,6,9,12}
K; = {5,10}

K, = {7,11,13,14}

Konjugiert komplexe Elemente

Sei p(x) ein irreduzibles Polynom vom Grad m mit Koeffizienten p; € GF(p). Ist
dann « eine Wurzel von p(z), so sind auch

m—1

(2.9)

2
ol o o aP

Wurzeln von p(z). Man nennt diese insgesamt m Wurzeln konjugiert komplex. Mit
Hilfe der oben definierten Kreisteilungsklassen 148t sich die Menge M, der konjugiert
komplexen Wurzeln um « in einfacher Form angeben:

M= Jat= {a, o a? ,ap’"’l} (2.10)
uceKq

Allgemeiner: Ist v primitives Element von GF(p™) und K; eine Kreisteilungsklasse
beziiglich der Zahl n = p™ — 1, so enthilt die Menge

M= |Jo"={o,...} (2.11)

alle zu o konjugiert komplezen Elemente.
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Minimale Polynome

Sei K; eine Kreisteilungsklasse beziiglich n = p™ — 1, «a primitives Element von
GF(p™) und M; wie oben definiert. Dann nennt man Polynome der Form

mi(z) = [[ (@—m) =[] (= -0, (2.12)

die als Nullstellen genau alle konjugiert komplexen Elemente aus M; besitzen, mini-
male Polynome. Minimale Polynome sind irreduzibel iiber GF(p) und besitzen nur
Koeffizienten aus GF(p). Fiir ihren Grad gilt wegen Gleichung 2.6:

grad(m;(z)) <m (2.13)

Das Produkt aller minimalen Polynome eines Erweiterungskérpers, d.h. das Polynom
welches jedes Element o (i > 0) als Nullstelle besitzt, ergibt sich zu

n—1
H(x—a“) = (2" -1), mit n =p™ — 1 (2.14)
u=0
und hat damit auch nur Koeffizienten aus GF'(p). Fiir ungerade Primzahlen p (also
p # 2) ist obiges Polynom das Produkt der beiden folgenden Polynome :

H (z—a") = (22 —1) (2.15)

u gerade

[[ @-e) = (@2+1) (2.16)

u ungerade

(Ein Beweis hierfiir findet sich in Kapitel 3.1, Gleichung 3.12.) Da fiir p # 2 alle
Kreisteilungsklassen entweder nur gerade oder ungerade Werte enthalten, lassen sich
beide Produkte auch als Produkt minimaler Polynome schreiben. Dies spielt eine
grofie Rolle bei negazyklischen Codes.

2.1.3 Mattson-Solomon Polynome,
Diskrete Fourier-Transformation

Sei « ein Element aus GF(p™) mit der Ordnung n und seien b(z), f(z) Polynome
vom Grad r < n — 1 mit Koeffizienten aus GF(p™) so bezeichnet man folgenden
Zusammenhang als Diskrete Fourier-Transformation (DFT):

b(z) o-e [(2)
B = bla) (2.17)
b= pa) (2.18)
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Dabei stellt 2.18 die Riicktransformation' dar. 8(z) bezeichnet man auch als Mattson-
Solomon Polynom von b(z).

Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der beiden Polynome 148t sich auch
sehr schon durch folgende Matrixgleichung beschreiben:

Bo 1 1 1 o 1 bo
i 1 ol a2 a1 by
52 — 1 (a2)1 (a2)2 (a2)n—1 b2
................................... : (2.19)
ﬂn,1 1 (anfl)l (anfl)Z (anfl)nfl bnfl
B Mn) b

Im folgenden soll fiir die (n x n) Mattson-Solomon Transformations-Matrix die Be-
zeichnung M,y verwendet werden. Mattson-Solomon Polynome, d.h. transformierte
Polynome werden in der vorliegenden Arbeit wie in obigen Gleichungen mit griechi-
schen Buchstaben bezeichnet, zum Beispiel 3(z). Die zugehorigen Vektoren werden
wie alle Vektoren fettgedruckt, zum Beispiel 3.

Koeffizienten 3; = 0 entsprechen Nullstellen o/ in b(z).

Rechenregeln

Fiir den Umgang mit transformierten Polynomen sind einige Rechenregeln erforder-
lich, die hier ohne Beweis oder Herleitung aufgefiihrt werden sollen.

Seien b(z) und d(z) Polynome vom Grad r < n — 1 mit den Koeffizienten b; bzw. d;
und

b(z) o-e [(x)
d(x) o-e §(z)
Dann gilt der sogenannte Faltungssatz:
b;-d; o [(x)-d(x)mod (z" —1) (2.20)
b(z)-d(x) mod (z" —1) oe f;-0; (2.21)

und folgende Additionsregeln:

b(z) +d(x) oe [B(x)+ () (2.22)

2.1.4 Newtonsche Gleichungen

In diesem Abschnitt sollen die sogenannten Newtonschen Gleichungen vorgestellt wer-
den, die in Kapitel 3.2 bei der Decodierung negazyklischer Codes verwendet werden.
Dazu werden zunéchst einige grundlegende Begriffe erklirt. Eine weitergehende Be-
schreibung der Problematik findet man in [Koc74].

'In der Literatur werden unterschiedliche Definitionen verwendet. Die angegebene eignet sich im
Bezug auf [Ber84] am besten.
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Symmetrische Polynome, Potenzsummen

Ein Polynom p(Xj, X, ..., X;) in den Unbekannten Xi, Xy,...,X; heifit symme-
trisch, wenn es bei jeder Permutation der Unbekannten unverédndert bleibt.
Ein Beispiel fiir symmetrische Polynome sind die Potenzsummen

si=Xi+Xo+--+ X (i=0,1,2,...) (2.23)

Elementarsymmetrische Polynome, Vietascher Wurzelsatz

Die wichtigsten symmetrischen Polynome sind die sogenannten elementarsymmetri-
schen Polynome

a =X+ X+ -+ X,
ay = X1 Xo+ X0 Xg+---+ X, 1 X,

(2.24)

da sich mit ihrer Hilfe alle symmetrischen Polynome darstellen lassen. Insbesondere
gilt, daf} das Polynom

a(r) =2" —a" P dart — o (D) a2+ (1) gy (2.25)
die Nullstellen Xy, Xs, ..., X; besitzt, da gilt:
a(z) =(x — X1)(z — Xg)--- (z — Xy) (2.26)
Dieser Zusammenhang wird auch als Vietascher Wurzelsatz bezeichnet (siehe [BSGI1],
Seite 135).
Newtonsche Gleichungen

Fiir den Spezialfall der Potenzsummen s; wird der Zusammenhang zwischen den
elementarsymmetrischen Polynomen a; und den symmetrischen Polynomen durch die
sogenannten Newtonschen Gleichungen folgendermafien beschrieben:

S1—a1s; 1+ ags; o — -+ (=1)lays; ; = 0 fiir [ >t
Sk — A1Sk—-1 + a9Sp—2 — * " + (—1)k_1ak_181 + (—l)kkak = 0 fir %k S t
Definiert man
oi=(—D'a; (i=1,2,...,1) (2.27)

so erhilt man eine einfachere Schreibweise fiir die Newtonschen Gleichungen

s;+o1s1+---+ois,4 = 0 fir (>t (2.28)
S+ 0181+ ---+0 151 +ogk = 0 fir kK<t (2.29)
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Setzt man fiir £ die Werte 1,2, 3, ... ein, so erhilt man das Gleichungssystem
[ >t S; Tt SI101 T e + 540, =0
[ =t+1 St+1 + S101 + s10p = 0
k= t St + Sg—101 + ot + s100.1 + tO’t =0
k=t—1 St—1 + St_201 + +++ + S104_2 + (t - 1)0',5_1 =0 (230)
k= 2 So + Ss107 + 20'2 =0
k= 1 ST + 10'1 =0

Betrachtet man die o; als Koeffizienten eines Polynoms in der in dieser Arbeit iiblichen
Schreibweise

oz)=1+0z+ - +o2" " + o2, (2.31)
so entspricht dies
o(x) = z'-a(z™")
¢
= z'- I_I(x’1 - X;)
i=1
t
=[]0 - Xz)
i=1

und o(x) besitzt die Nullstellen
X, LX X (2.32)

Die Newtonschen Gleichungen geben also den Zusammenhang zwischen den Koeffi-
zienten o; eines Polynoms o(z) und den Potenzsummen s, der Kehrwerte X; seiner
Wurzeln an. Dies wird in Kapitel 3.2 bei der algebraischen Decodierung negazyklischer
Codes von Bedeutung sein.

2.2 Metriken

Bei der algebraischen Decodierung geht man prinzipiell immer gleich vor. Zuerst wird
aus einem empfangenen fehlerbehafteten Codewort ein Syndrom berechnet, das nur
vom aufgetretenen Fehler abhéingt. Das eigentliche Problem liegt dann in der Aufgabe,
aus diesem Syndrom einen Fehler bzw. ein Fehlerpolynom mit moglichst wenig Koef-
fizienten # 0 bzw. mit moglichst geringem Gewicht zu ermitteln, das dieses Syndrom
erzeugt. Dabei wird beriicksichtigt, dal Fehler mit geringem Gewicht wahrscheinli-
cher sind als solche mit groflem Gewicht. Um das Gewicht eines Fehlervektors und
damit die Distanz zweier Vektoren angeben zu konnen, ist die Definition einer Metrik
notwendig.
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Eine Metrik bzw. ein Abstand d(x,y) zwischen zwei Punkten (Vektoren) wird durch
folgende Eigenschaften definiert:

1. d(z,y) >0, d(x,y)=0<«< x =1y positive Definitheit
2. d(z,y) =d(y,x) Symmetrie
3. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) Dreiecksungleichung (2.33)

Im folgenden werden verschiedene bekannte Metriken kurz aufgefiihrt und die Lee-
Metrik wird vorgestellt. Fiir Vektoren der Linge n wird folgende Schreibweise defi-
niert: v = (v, v1,...,v,_1). In Polynomschreibweise steht hierfiir v(z) = vg + v12 +

R TR i

2.2.1 FEuklidische Metrik

Die Euklidische Metrik ist fiir den eindimensionalen Raum folgendermafien definiert:

dp(z,y) = /(@ =y (2.34)

Fiir den zwei- und n-dimensionalen Fall gilt :
dp(x,y) = V(20— 0)? + (11 — 11)? (2.35)
dE(Xa Y) = \/(xO - y0)2 +et (xn—l - yn—1)2 (2'36)

Prinzipiell ist die Euklidische Metrik die genaueste Metrik um den Abstand zweier
Punkte im Vektorraum zu bestimmen. Da sie jedoch fiir den Korper der reellen Zah-
len definiert ist, ist sie fiir algebraische Decodierverfahren, die mit endlichen Koérpern
arbeiten, ungeeignet. Trotzdem sei hier der Vollsténdigkeit halber auch ihre Norm
||x|| aufgefiihrt:

we(r) = [[x[| = d(x,0) (2.37)

2.2.2 Hamming-Metrik

Die Hamming-Metrik ist besonders geeignet fiir den binéren Fall, d.h. bei Verwendung
von Elementen aus GF(2) bzw. Vektoren aus IF, mit Komponenten aus GF(2).
Aus diesem Grund bietet sich die Verwendung der Hamming-Metrik besonders in
Kombination mit BPSK- oder orthogonalen Modulationsverfahren an. Wendet man
die Hamming-Metrik im nichtbiniren Fall an, also z.B. in Verbindung mit PSK- oder
QAM-Modulation, so kénnen Codes aufgrund dieser Metrik nur zwischen , Fehler
und ,, Nichtfehler unterscheiden. Es kann nicht beriicksichtigt werden, dafl weniger
starke Verfialschungen der Sendesymbole wahrscheinlicher sind als starke. Definiert ist
die Hamming-Metrik wie folgt:

0 , z=y

S S 239)
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Die Hamming-Distanz zweier Vektoren x,y ist die Anzahl der unterschiedlichen Stel-
len von x und y. Im binéren Fall x,y € IF] ergibt die Addition der Vektoren mod 2
in den unterschiedlichen Stellen eins. Diese Einsen miissen nur noch aufsummiert wer-
den, um die Hamming-Distanz zweier bindrer Vektoren zu bestimmen. Dies entspricht
der Berechnung des Hamming-Gewichts der Summe (x +y).

n—1
dg(x,y) = ZdH(xj,yj) allgemein (2.39)
=0

n—1
dg(x,y) = Y (zj+y;)mod2  binir (2.40)
=0
= wy(x+y)

Das Hamming Gewicht eines Vektors x gibt also die Anzahl der von Null verschiede-
nen Stellen von x an. Im binéren Fall ist die Schreibweise wieder vereinfacht:

n—1
wi(x) = Y dp(r;,0)  allgemein (2.41)
j=0
= dH(X,O)

wr(x) = ij bindr, z; € GF(2) (2.42)

2.2.3 Lee-Metrik

Die Lee-Metrik ist weniger gebrduchlich als die beiden zuvor behandelten Metriken
und soll daher etwas ausfiihrlicher betrachtet werden. Sie eignet sich aufgrund ih-
rer Eigenschaften besonders gut fiir nichtbinire Codes in Verbindung mit MPSK-
Modulation. Insbesondere bauen die negazyklischen Codes darauf auf, die in Kapitel
3 beschrieben werden.

Sei z,y € GF(p) oder z,y € GF4(p), so ist die Lee-Metrik wie folgt definiert:
di(z,y) = |(z — y) mod “p| (2.43)

Anschaulich bedeutet dies die Berechnung des Betrags des absolut kleinsten Restes
von (z — y). Dabei spielt es keine Rolle, ob z,y Elemente aus GF(p) oder aus einem
dazu isomorphen Kérper wie z.B. GF4(p) darstellen, da einander zugeordnete Ele-
mente als Argument der mod“-Operation gleiche Ergebnisse liefern (siehe Abschnitt
2.1.1). Beispiel 2.4 auf Seite 15 soll dies verdeutlichen.

Auch die absolute Zuordnung der Elemente des verwendeten Korpers zu den MPSK-
Sendesymbolen ist beliebig. Es muf} allerdings gelten, dafl benachbarte Elemente des
Korpers auch benachbarte Sendesymbole kennzeichnen. Sonst geht die wichtige Ei-
genschaft verloren, dafl benachbarte Symbole die geringste Distanz besitzen.
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Es soll nun gezeigt werden, dafl die obige Definition alle Anforderungen aus Gleichung
2.33 an eine Metrik erfiillt.

1. Positive Definitheit:

dr(z,y) = |(z — y) mod “p| >0 weil |z| >0 Vze GFA(p)
dr(z,y) =0 2=y weil 0 mod “p =0
und  (z —y) mod 4p # 0 fiir v #£ y
wenn z,y € GF(p).

. Symmetrie:

dr(z,y) = dp(y, ) weil

. Dreiecksungleichung:  dr(z,y) < di(z,z) +d(z,y)

Zu folgender Uberlegung betrachte man Abbildung 2.1.

Die Lee-Distanz d(z,y) zwischen den Sendesymbolen z und y entspricht der
Anzahl a von Kreisbogen mit Winkel § = 27/M, die man zuriicklegen muf,
um auf kiirzestem Wege auf dem Einheitskreis von einem Symbol zum anderen
zu gelangen. Daher kann bei MPSK-Modulation, bei der den Sendesymbolen
die Elemente des GF (M) zugeordnet werden, d(z,y) maximal den Wert, | M /2]
annehmen.

Die rechte Seite der Dreiecksungleichung kann als zusammengesetzter Weg von
x nach y betrachtet werden. Die Anzahl der auf diesem Weg noétigen Kreisbogen
kann entweder gleich der Anzahl a von Kreisbogen auf dem kiirzesten Weg sein,
oder sie ist groBer (z.B. gleich b + ¢) falls man in die ,falsche Richtung® l4uft.
Der zusammengesetzte Weg kann also nicht kiirzer sein als der direkte Weg. Es
gilt demnach a < b+ c¢. Die Dreiecksungleichung wird also von der Lee-Metrik
erfiillt.

Fiir n-dimensionale Vektoren mit Komponenten aus GF(p) ( oder GF4(p) ) 148t sich
nun analog zur Hamming-Distanz die Lee-Distanz definieren:

hxy) = Y dn(r) (2.4

Desweiteren kann man wie bei der Hamming-Metrik auch das Gewicht eine Vektors
berechnen, indem man seine Distanz zum Nullvektor gleicher Linge berechnet. Das
Lee-Gewicht berechnet sich wie folgt:

n—1
wi(x) = Y dp(x;,0)  allgemein (2.45)
j=0

n—1
= Z |2 fiir z; € GF*(p) (2.46)
=0
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X 7-PSK

E : a=3

Abbildung 2.1: 7-PSK-Modulation

Beispiel 2.4: Berechnung von Lee-Distanzen zwischen Elementen aus GF(7) und GF4(7)

Anhand von Bild 2.2 sollen die oben definierten Begriffe Lee-Metrik, -Distanz und -Gewicht noch
einmal veranschaulicht werden.

GF(7) 0 GFA(7) 0

1

Abbildung 2.2: zu Beispiel 2.4:
Codierung der 7-PSK-Sendesymbole durch Elemente aus GF(7) oder aus GF4(7)

Zunichst werden die eingezeichneten Distanzen a,b,c bzw. a4,b4,ca berechnet:

a = d(1,5) = |(1-5) mod 47| = |(-4)mod 47| = 3] = 3
ar = d(1,-2) = [(1-(=2)mod47] = |(B)mod47 = 3] = 3
b = d(5,4) = |(5—4) mod 47| = |()mod 7] = [1] = 1
ba = d(-2,-3) = |(-2—(=3))mod 7] = |(1)mod“7] = [1] = 1
c = d4,1) = |(4—1)mod 7| = |(3)mod 7] = 3] = 3
ca = d(=3,1) = |(=3—1)mod 47| = |(=4)mod 47| = 3] = 3
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Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, ergeben sich die gleichen Distanzen, unabhéingig davon, ob zur
Codierung der Sendesymbole die Menge der kleinsten Reste GF(7) oder die Menge der absolut
kleinsten Reste GF4(7) verwendet wird. Es gilt ay = a,bs = b und ¢4 = c.

Im Beispiel kann man auch gut die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung erkennen, es gilt:

a < b+c
3 < 143

Im folgenden seien die Sendesymbole wie links in Abbildung 2.2 mit Elementen aus GF(7) codiert.
Die Lee-Distanz und die Lee-Gewichte der Vektoren x = (1,3,4,0,3) und y = (5, 3,2,6,0) errechnen
dann sich zu:

4

dr(xy) = Y di(zj,y)=3+0+2+1+3=9
7=0
4

wr(x) = Y dp(z;,0)=1+3+3+0+3=10
7=0
4

wr(y) = Y dp(y;;0)=2+3+2+1+0=38
7j=0

2.3 Blockcodes

In Abbildung 2.3 ist die prinzipielle Struktur eines Systems dargestellt, welches unter
Einsatz von Kanalcodierung Information iiber einen Kanal {ibertréigt. Geht man von

Quelle » Encoder »| Modulator
\
Kanal
Senke <! Decoder |- r Demodulator [« Y

Abbildung 2.3: Ubertragungsmodell

dieser Betrachtung auf der Signalebene zu einer Betrachtung auf der Symbolebene
iiber, so kann man den gleichen Zusammenhang auch durch das Ubertragungsmodell
nach Bild 2.4 beschreiben. Die gesamte Information {iber den Kanal ist hier in der
Fehlerquelle enthalten.

Fiir das Problem der Kanalcodierung ist eine Betrachtung auf dieser Ebene zunéchst
ausreichend, deshalb soll im folgenden von dem Modell nach Abbildung 2.4 ausge-
gangen werden.
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Quelle Encoder

Y

Fehlerquelle

o

Senke - Decoder

Abbildung 2.4: Ubertragungsmodell auf Symbolebene

2.3.1 Grundbegriffe

Ein Blockcode C ordnet jedem Informationsvektor i = (ig, i1, ... ,ir_1) der Dimension
k umkehrbar eindeutig ein Codewort ¢ = (cg,¢q,...,¢,_1) der Linge n > k zu.
Bei den Komponenten der beiden Vektoren handelt es sich dabei um Elemente des
Symbolalphabets GF'(¢). Neben der Zuordnung bezeichnet man auch die Menge der
¢* Codewdérter als Blockcode C.

Fiir den Fall, da} der Code C beziiglich der Vektoraddition zweier Codeworter und
der Skalarmultiplikation eines Codeworts mit einem Element aus GF'(q) eine abge-
schlossene Menge ist, so handelt es sich um einen Unterraum des GF'(¢)" und man
spricht von einem linearen Blockcode. Anschaulich bedeutet dies, dafl die Summe zwei-
er Codeworter und somit auch das Vielfache eines Codedeworts wieder ein giiltiges
Codewort darstellt. Notwendige Bedingung ist daher, daf jeder lineare Blockcode den
Nullvektor O der Liange n enthélt.

Die Coderate R = % gibt das Verhiltnis von Informationssymbolen zu Codesymbolen
wieder und n — k gibt die Anzahl der Redundanz-Zeichen an.

Matrixschreibweise: Generatorpolynom, Priifpolynom

Jeder Code bendtigt eine Zuordnungsvorschrift, die zu einem Informationvektor i das
zugehorige Codewort ¢ angibt. Fiir lineare Blockcodes 148t sich diese Vorschrift einfach
iiber die Multiplikation der Informationsvektors mit der sogenannten Generatormatriz
G darstellen:

c=i-G (2.47)

G ist eine (k x n)-Matrix mit Elementen aus GF(¢) und besitzt den maximalen Rang
k.

Ein Codewort stellt eine Linearkombination der k Zeilen der Generatormatrix dar.
Jede Zeile ist also ein giiltiges Codewort und die Matrixzeilen sind eine Basis des
Unterraumes C von GF(q)".

Aufler durch seine Generatormatrix G kann man einen linearen Blockcode auch durch
seine Prifmatriz H eindeutig beschreiben. Fiir ein giiltiges Codewort des Codes C,
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muf} gelten:
c-H' =0 bzw. H-c" =0 (2.48)

D.h. das Produkt jeder beliebigen Zeile aus H und dem transponierten Codewort ¢’
muf} den Wert Null ergeben. Die Zeilenvektoren von H sind also orthogonal zu allen
Codewdrtern aus C.

Die Spaltenzahl der Priifmatrix muf} gleich n sein, damit die Operation H-c” definiert
ist.

Die Zeilenzahl ergibt sich aus einer anderen Uberlegung: Um zu priifen, ob (n — k)
Redundanzzeichen den korrekten Wert besitzen, der durch £ Informationszeichen be-
stimmt wird, sind genau (n — k) linear unabhéngige Gleichungen nétig. Deutlicher
wird dies spéter im Zusammenhang mit der Definition systematischer Codes. An die-
ser Stelle soll nur festgehalten sein, dafl daraus hervorgeht, dal H eine ((n — k) x n)-
Matrix vom Rang (n — k) sein mu$.

Die Zeilen von H bilden auf diese Weise die Basis fiir einen Unterraum von GF(¢)™ mit
der Dimension (n—k). Man nennt ihn den dualen Code C* von C. Die Generatormatrix
des dualen Codes C* ist gleich der Priifmatrix von C und umgekehrt.

Aus Gleichung 2.47 und 2.48 ergibt sich der Zusammenhang zwischen Generator- und
Priifmatrix wie folgt:

G-H =0 (2.49)

Systematische Codierung

Stehen bei einem Code an k Stellen der Codeworter unverdndert die zugehorigen k
Informationssymbole, so spricht man von einem systematischen Code. Dies ist dqui-
valent zu der Aussage, dafl die Generatormatrix eines systematischen Codes alle k
verschiedenen FEinheitsvektoren der Linge k als Spalten enthilt. An der Position, an
der in G der j. Einheitsvektor steht, steht in den Codewoértern das j. Informations-
symbol. Fiir den Fall, daf} der Informationsvektor i wie in Abbildung 2.3.1 als ganzes
unverdndert (an Anfang) im Codewort ¢ erscheint,

C= (i07i17"' 7ikflackack+17"' 7cn71)7 (250)
liegt die Generatormatrix in der folgenden systematischen Form vor:
G = (I;|A) (2.51)

Dabei ist Ij, die (k x k)-Einheitsmatrix und A eine (k X (n — k))-Matrix.
Bei dieser Form der Generatormatrix 148t sich leicht die zugehorige Priifmatrix be-
rechnen. Man erhélt

H=(-ATI, ). (2.52)

Fiir den Fall, daf} die Generator- oder Priifmatrix von C nicht in systematischer Form
vorliegen, so 143t sich durch elementare Zeilenoperationen und Vertauschung von
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Spalten ein zu C dquivalenter Code mit gleichen Parametern und systematischer Dar-
stellung erzeugen.

Wie bereits oben angedeutet, wird in dieser systematischen Form der Priifmatrix gut
deutlich, weshalb sie (n — k) Zeilen besitzen mu8. Jedes der (n — k) Redundanzsym-
bole hat aufgrund der Einheitsmatrix in H nur auf je eine Zeile von H - ¢ Einfluf,
in dieser einen jedoch als einziges Redundanzsymbol. Jede Zeile stellt dadurch eine
Priifgleichung fiir ein einzelnes Redundanzsymbol dar. Aus diesem Grund sind in H
(n—k) linear unabhéingige Zeilen notwendig, um zu priifen, ob ein korrektes Codewort
vorliegt.

[— '
- -

k n-k

N N E—

Codewort: [ [ [ [[[[IPITITIITITTITTTl]]

Information Redundanz

Abbildung 2.5: Codewort eines Codes mit systematischer Generatormatrix

Syndrom

Mit Hilfe der Priifmatrix H kann man bei fehlerbehafteter Ubertragung nach Abbil-
dung 2.4 auf der Empfingerseite aus dem Empfangsvektor r = ¢ + f einen Ausdruck
s berechnen, der ausschlieffilich vom aufgetretenen Fehler e und nicht vom gesendeten
Codewort abhéngt.

s' = Hr' =H-(c"+e')=0+H-e"=H-e" (2.53)
bzw. s = r-H =f.HT
Man nennt s das Syndrom. Fiir e = 0 oder e € C erhélt man s = 0.
Liegt die Priifmatrix in systematischer Form nach Gleichung 2.52 vor, so lifit sich
die Bedeutung eines Syndroms s # 0 anschaulich erklaren. In Abbildung 2.6 sind die
Stellen eines Codeworts markiert, welche Einflu auf die j-te von (n — k) Priifglei-

chungen haben. Die Syndromkomponente s; # 0, 0 < j < n — k gibt an, daf} an
einer oder mehreren dieser Stellen Fehler aufgetreten sind.

Zyklische Codes, Polynomschreibweise
Einen linearen Code C mit der Eigenschaft, dafl die zyklische Verschiebung
Ol (C) = (Cn—17 CoyC1y -+ Cn—Q) (254)

eines Codeworts ¢ = (cg,¢1,... ,Cn_2,Cn1) Wiederum ein giiltiges Codewort aus C
darstellt, nennt man zyklischen Code. Der Index des Verschiebungszeichens O soll
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k n-k

.

Codewort: [ [J I [ [JTTIITITITII[T]]]

123

Verkniipft durch die j-te Priifgleichung

Abbildung 2.6: Stellen eines Codewortes, die Einflufl auf eine Priifgleichung haben

dabei andeuten, dafl es sich um eine Verschiebung um eine Stelle handelt.

Zyklische Codes konnen aufler in der Matrixschreibweise auch in Polynomschreibweise
dargestellt werden. Statt als Vektoren konnen Codeworter und Informationsworter als
Polynome dargestellt werden. Die beiden Darstellungsformen sind dquivalent:

i= (ig,il, R ,ik—l) < Z(!L’) =ig+ T+ + ik_lﬂfk_l

c=(co,Cly. . Cn 1) == clx)=co+crxz+-+cy 2"t (2.55)
ija Cj € GF(Q)

Da die Polynomkoeffizienten aus GF(q) stammen, konnen sie auch den Wert Null
annehmen, d.h. das Informationspolynom und das Codepolynom koénnen auch einen
kleineren Grad als £ — 1 bzw. n — 1 besitzen.

In Polynomschreibweise 148t sich die zyklische Verschiebung eines Codeworts um ei-
ne Stelle als Multiplikation mit z darstellen. Damit dabei ¢, ;2! nicht in ¢, 12"
sondern in ¢,_;2° = ¢,_; iibergeht, ist es nétig 2™ = 1 zu setzen. Dies enspricht einer
mod (z™ — 1) - Rechnung. Man kann schreiben:

O1 (c(z)) = z-c(z) mod (z" —1) (2.56)

2 -1
= Cp1tcCr+cx”+---+ Cn_Q,In

In dieser Darstellung wird die Generatormatrix G durch das Generatorpolynom g(x)
vom Grad n — k ersetzt, und an die Stelle von Gleichung 2.47 tritt die Polynommul-
tiplikation

c(x) =i(z) - g(x). (2.57)

Auch die Priifmatrix wird durch ein Polynom, das sogenannte Priifpolynom ersetzt.
Analog zu Gleichung 2.49 gilt

g(x)-h(x) = 2" -1
= 0 mod (2" —1). (2.58)
Daraus ergibt sich bei gegebenem Generatorpolynom g(z) sofort das Priifpolynom
" —1

M) == (2.59)
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Fiir ein giiltiges Codewort ¢(z) gilt dann analog zu Gleichung 2.48:
c(x)-h(x) =0 mod (z" —1) (2.60)

Durch eine einfache Uberlegung liBt sich abschlieBend zeigen, da§ der so konstruierte

Code zyklisch ist. Sei ¢(z) ein Codewort aus C und somit die Gleichungen 2.57 und

2.58 erfiillt, dann folgt

— O1 (€)h(z) mod (z" —1) = (zc(z) mod (z" —1))h(z) mod (z" —1)
= zc(z)h(x) mod (2™ — 1)

= xzi(x)g(z)h(x) mod (2" —1)
= zi(z)(z" —1) mod (2" —1)
_—

O1 (c) ist also auch Codewort aus C, der Code ist zyklisch.

Auch fiir zyklische Blockcodes ist eine Darstellung in Matrixform moglich. Bei gege-
benem g(z) und h(x) ergeben sich G und H zu

Jgo 91 92 Gn-k-1  Gnk 0

go 91 G2 T On—k—1  Gn—k

G = go g1 92 cee In—k—1 YGn—k
: - - . (2.61)

0 90 q g2 “ Onek—1 Yn—k

hi hg—1r hx—o -+ hi  hy 0

hy  hx—y hg—o -+ hi Dy
H-= hi,  hg—r hp—o - hi  ho
0 hie  hi—1 hg—o --+ hi hg

Nichtzyklische Blockcodes konnen dagegen nicht in Polynomschreibweise angegeben
werden.

Codierungsmethoden

Fiir zyklische Codes bieten sich aufgrund der oben eingefiihrten Polynom- und Ma-
trixschreibweise direkt zwei verschiedene Zuordnungen zwischen Informations- und
Codewdrtern an:

e Codierung durch Multiplikation mit dem Generatorpolynom nach (2.57):
Diese Codierung ¢(x) = i(x) - g(x) ist nicht systematisch, doch ist die Riickge-
winnung der Information aus einem Codewort relativ einfach:

, c(x)

i(x) ) (2.63)
Auch wird sofort erkannt, wenn es sich bei ¢(z) nicht um ein giiltiges Codewort
handelt. Die Polynomdivision liefert dann einen Rest ungleich Null.
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e Systematische Codierung mit systematischer Generatormatrix nach (2.47):
Die Codierung c = i-G hat den Vorteil, dal die Informationssymbole zg, ... , 751
direkt aus dem Codewort c(x) ablesbar sind. Die Riickgewinnung der Informa-
tion funktioniert daher noch einfacher als beim ersten Verfahren:

i= (CU, Cly.-- ,Ckfl) (264)

Da im folgenden, insbesondere bei der Behandlung der negazyklischen Codes
in Kapitel 3, die Polynomschreibweise verwendet werden soll, sei hier noch ei-
ne Methode fiir systematische Codierung in dieser Schreibweise angegeben. Im
Gegensatz zu (2.64) sollen die Informationssymbole jetzt dem , hinteren Teil“
eines Codeworts entsprechen. Man legt folgende Zuordnung fest:

Co 2™ L4 g™ F TR L B Ry Fyvi

= i(x)-a"* (2.65)
Dann kann man die fehlenden n — k Priifstellen von ¢(z) folgendermafien be-
rechnen:
(i(z) - 2"7%) Jg(x) = b(x)+rest(z)/g(x) (2.66)
— rest(r) = i(z) 2" % —b(z)- g(x)
= i(x) - 2" % mod g(x) (2.67)
— c(x) = i(x) ¥ rest(z)

. xnf
i(x) 2" % — (i(z) - 2" " mod g(z))  (2.68)
Die Informations-Riickgewinnung geschieht folgendermaflen:
i(2) = cpor 2" H ep0r® P o1+ o (2.69)

Um festzustellen, ob es sich bei einem Polynom um ein giiltiges Codewort han-
delt, muf} gepriift werden, ob eine Division durch g(z) ohne Rest moglich ist.
Eine andere Priifmethode ist die Multiplikation mit dem Priifpolynom h(x)
nach Gleichung 2.60.

Die aufgefiihrten Codierungsmethoden stellen nur zwei von vielen moéglichen dar. Da
im folgenden nur diese beiden eine Rolle spielen, sei bei weitergehendem Interesse auf
entsprechende Literatur wie z.B. [Bos92], Seite 57ff verwiesen.

Mindestdistanz und Minimalgewicht

Unter der Mindestdistanz d,,;, eines Codes C versteht man die kleinste vorkommende
Distanz zwischen zwei verschiedenen Codewortern a und b des Codes:

d = min {d(a,b)} (2.70)

a,beC
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Der Wert hiingt ab von der verwendeten Metrik d(a, b). Fiir die RS-Codes und BCH-
Codes in Kapitel 2.3.2 ist dies die Hamming-Metrik dy, fiir negazyklische Codes
dagegen die Lee-Metrik dj,.

Fiir alle linearen Blockcodes gilt, dal die Mindestdistanz d eines Codes gleich seinem
Minimalgewicht

Winin = mi(rjl {w(a)} (2.71)
ac
ist. Dies gilt, da jede Summe und somit auch die Differenz zweier Codeworter wie-
derum ein Codewort darstellt.
Ein Code mit Mindestdistanz d kann Fehlerworter vom Gewicht

d—1

t < tomas = {TJ (2.72)

eindeutig korrigieren. Mann kann auch sagen: Es sind ¢ < %,,,, Fehler korrigierbar.
Dies wird durch folgende Uberlegung deutlich:

In Abbildung 2.7 ist der Zusammenhang fiir gerade und ungerade Mindestdistanz
zweidimensional dargestellt. Um ein Codewort kann man sich eine sogenannte Korrek-
turkugel mit Radius t,,,, denken. Da die Kugeln nicht iiberlappen, sind die innerhalb
liegenden Vektoren eindeutig einem Codewort zugeordnet.

Codewdrter Vektoren  Korrekturkugeln

d=3 tmae = 1 d=14 tmaz = 1

Abbildung 2.7: Korrekturkugeln und Mindestdistanz d

Zusammenhang zwischen Mindestdistanz und Priifmatrix

Unter Verwendung der Hamming-Metrik ergibt sich folgender Zusammenhang zwi-
schen der Priifmatrix und der Mindestdistanz eines linearen Blockcodes:

Ein Code mit der Mindestdistanz d besitzt auler dem Nullwort 0 kein Codewort c,
bei dem weniger als d Komponenten ¢; ungleich Null sind. Das heif3t, alle Vekoren
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mit d — 1 oder weniger Komponenten ¢; # 0 sind sicher kein Codewort, da fiir sie gilt
’UJH(C) <d.

Bei der Priifmatrix handelt es sich nach den vorangegangenen Ausfiithrungen zur Ma-
trixschreibweise um eine Matrix mit n Spalten und n — k Zeilen mit Rang n — k. Das
Syndrom stellt eine Linearkombination der Spalten h; aus H dar:

ST = H'I'T = (hg,hl,... ,hnfl) : (7"0,7’1,... ,’I"nfl)T

= Tgho + 7“1h1 + -+ rn—lhn—l

Fiir ein giiltiges Codewort muf8 Gleichung 2.48 erfiillt sein, d.h. es gilt s” = 0. Fiir
Vektoren r mit Hamming-Gewicht wy(r) < d muf sich s # 0 ergeben, da diese
Vektoren, keine Codeworter darstellen. Anschaulich bedeutet dies, dafl eine Linear-
kombination von beliebigen d — 1 (oder weniger) Spalten aus H nicht Null ergeben
darf, wenn ein Code die Mindestdistanz d besitzt. D.h. beliebige d —1 Spalten miissen
linear unabhéngig sein. Es existiert jedoch mindestens eine Kombination von d Spal-
ten, die Null ergibt, da die Mindestdistanz sonst grofler als d wire.

Da H immer genau den Rang n — k besitzt, damit n — k& unabhéngige Priifglei-
chungen existieren, ergibt nach Definition des Ranges einer Matrix mindestens eine
Linearkombination von n — k + 1 Spalten Null. Es gilt also:

d—1<n-—k (Singleton-Schranke) (2.73)

Ein Code, bei dem Gleichheit in dieser Schranke gilt, wird MDS (Maximum Distance
Separable) genannt.

Decodierprinzipien

Betrachtet man in Abbildung 2.3 die Empfangsseite nach dem Kanal, so kann man
beziiglich des Demodulators und des Decoders verschiedene Prinzipien unterscheiden.
Diese Prinzipien sollen hier jedoch nur kurz angesprochen werden, um zu verdeutli-
chen, wo die Schwerpunkte der folgenden Kapitel liegen. Fiir eine ausfiihrliche Be-
schreibung sei z.B. auf [Bos92| verwiesen.

Der Demodulator oder Empfianger vergleicht ein iiber den Kanal iibertragenes und
unter Umstidnden verfilschtes Symbol mit den moglichen Sendesymbolen des Mo-
dulators und gibt den Wert des Symbols aus, das dem empfangenen Symbol am
ahnlichsten ist. Er gibt also das am wahrscheinlichsten gesendete Symbol aus. Man
unterscheidet zwei Fille:

e Hard-Decision-Decodierung (HD):
Der Decoder erhélt vom Demodulator aufler dem mit grofiter Wahrscheinlichkeit
empfangenen Symbol keine zusitzliche Information. Das Ubertragungsmodell in
Abbildung 2.4 stellt diese Situation dar, die im folgenden betrachtet werden soll.

e Soft-Decision-Decodierung (HD):
Der Demodulator liefert dem Decoder zusétzlich einen Wert, der die Zuverldssig-
keit seiner Entscheidung beziiglich des empfangenen Symbols angibt. Dieser Fall
soll im folgenden nicht weiter untersucht werden.
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Fiir den Decoder sind prinzipiell folgende Ergebnisse méoglich:

e Korrekte Decodierung:
Das decodierte Codewort entspricht dem gesendeten Codewort. Ein Fehler ist
nicht aufgetreten oder konnte korrigiert werden.

e Fualsche Decodierung:
Das decodierte Codewort ist nicht gleich dem gesendeten. Dieser Fall tritt z.B.
auf, wenn der Fehlervektor einem giiltigen Codewort entspricht.

e Decodierversagen:
Der Decoder kann dem empfangenen Vektor r kein giiltiges Codewort zuordnen.
Dieser Fall wird vom Decoder im Gegensatz zu falscher Decodierung erkannt
und kann nur bei manchen Decodierverfahren auftreten.

Mit Hilfe der so definierten Decodierergebnisse lassen sich verschiedene Decodierprin-
zipien beschreiben:

e Fehlererkennung:
Ein Empfangsvektor wird daraufhin gepriift, ob er ein giiltiges Codewort dar-
stellt oder nicht. Im ersten Fall ist kein Fehler aufgetreten oder der Fehler selbst
ist ein Codewort und kann nicht erkannt werden. Falschdecodierung im Sinne
eines nicht erkannten Fehlers ist also moglich, Decodierversagen dagegen nicht.

e Begrenzte-Mindestdistanz-Decodierung (BMD):

Eine Fehlerkorrektur findet nur statt, wenn der Empfangsvektor r innerhalb
einer Korrekturkugel um ein giiltiges Codewort liegt, d.h. wenn die Distanz
zum néchstgelegenen Codewort die halbe Mindestdistanz nicht iiberschreitet.
Ist dies doch der Fall, so liegt Decodierversagen vor. Auch die beiden anderen
oben beschriebenen Decodierergebnisse sind mdoglich.

In der vorliegenden Arbeit wird ausschlieBlich algebraische BMD-Decodierung
behandelt.

e Decodierung tiber die halbe Mindestdistanz:
Im Gegensatz zur BMD-Decodierung wird hier auch noch fiir Empfangsvektoren
auBerhalb von Korrekturkugeln korrigiert. Dennoch kénnen alle Decodierergeb-
nisse auftreten, also auch Decodierversagen.

e Mazimum-Likelihood-Decodierung (ML ):
Bei diesem Verfahren liegt Decodierung iiber die halbe Mindestdistanz vor, je-
doch kann kein Decodierversagen auftreten. Fiir jeden Empfangsvektor r wird
auf das am wahrscheinlichsten gesendete Codewort decodiert, d.h. auf das Co-
dewort, welches die geringste Distanz zum Empfangsvektor besitzt. Sind zwei
Codewdorter gleich wahrscheinlich, so wird zufillig entschieden. Decodierversa-
gen wird so verhindert.

ML-Decodierung stellt das bestmogliche Decodierverfahren dar. Aus Komplexitéts-
griinden werden in der Praxis jedoch oft die anderen Verfahren realisiert.
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2.3.2 Wichtige zyklische Codes

In diesem Abschnitt sollen zwei bedeutende Vertreter zyklischer Blockcodes vorge-
stellt werden, Reed-Solomon-Codes und (primitive) BCH-Codes. Beide benutzen die
Hamming-Metrik.

Da die grundlegenden Prinzipien der Konstruktion und Decodierung, insbesonde-
re der BCH-Codes, denen der negazyklischen Codes (NC-Codes) fiir die Lee-Metrik
sehr dhnlich sind, sollen sie hier ausfiihrlich behandelt werden, um das Verstindnis
der NC-Codes zu erleichtern.

Die im folgenden verwendete Nomenklatur orientiert sich dabei weitgehend an der
von Berlekamp in [Ber84], um den Ubergang zu den negazyklischen Codes so einfach
wie moglich zu halten. Diese Schreibweise unterscheidet sich von denen in anderen
Quellen wie z.B. [Bla90],[MS83] oder [Bos92|. Auf die grundlegenden Gedanken und
Vorgehensweisen hat die gewéihlte Form jedoch keinen entscheidenden Einfluf3.

Reed-Solomon-Codes
Sei v € GF(p™) ein Element der Ordnung n < p™ — 1, so wird ein (n,k,d) RS-Code
eindeutig definiert durch das Generatorpolynom

gla) =) (v a') (2.74)

Der Code ¢(x) ist damit eindeutig charakterisiert durch die n — k aufeinanderfolgen-
den Nullstellen o', ..., o™ * des Generatorpolynoms und jedes Codepolynoms. Man
erhiilt die n — k Priifgleichungen

cla’) =0, i=1,...,n—k (2.75)
und das Syndrom
si = r(a), i=1,...,n—k (2.76)
= c(a') +e(a’)
0+ e(a’)

Die Priifmatrix ergibt sich daraus zu

1 ol a? a™ !
e 2
1 (an—k)l (an—k)Q (an—k)n—l

Bei dieser Priifmatrix sind beliebige n — k Spalten linear unabhéngig, das heif}t, ein
RS-Code besitzt die Mindestdistanz

d=n—-k+1 (2.78)
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Dies 1af3t sich mit Hilfe von Vandermonde-Matrizen iiber einen Widerspruchsbeweis
zeigen (siehe [MS83], S.201 f). RS-Codes erfiillen also die Singleton-Schranke mit
Gleichheit, sie sind MDS-Codes.

Die Koeffizienten des Informationspolynoms stammen bei RS-Codes ebenso wie die
Koeffizienten des Generatorpolynoms und damit auch der Codewérter aus dem Er-
weiterungskorper GF (p™).

Wendet man auf das Generatorpolynom die Diskrete Fourier-Transformation nach
2.17 an, so erhélt man im transformierten Bereich das Polynom

y(z),  mit v =g(a'), i=0,1,..., (2.79)
mit den n — k aufeinanderfolgenden Koeffizienten
N="-="Yk=0 (2.80)

Besonders gut sichtbar wird dieser ,Block“ von Nullen, wenn man fiir die Transfor-
mation die Darstellung mit der Mattson-Solomon Transformationsmatrix wéhlt. Die
Koeffizienten des transformierten Generatorpolynoms

vy=Mgy g’ (2.81)
ergeben sich zu:

Yo Yo 1 1 e 1 90

71 0 ]_ al “ e anfl gl

Y2 0 1 (a2)! L (a?) ! Jo

Yok = 0 = 1 (an—k)l . (an—k)n—l Gnk
Ykt Ykt 1 ( n—k:-l—l)l (an—k-i-l)n—l 0
: S N e R TCERRRLEE R

Yot Yot L (") (") 0

(2.82)

Prinzipiell spielt es fiir die Decodierung von RS-Codes keine Rolle, welche aufeinan-
derfolgenden n — k Nullstellen das Generatorpolynom besitzt bzw. wo der ,,Block*
von Nullen im transformierten Bereich liegt. Entscheidend fiir die Decodierung ist nur
die Tatsache, daf} sie aufeinanderfolgen.

Aus diesem Grund soll in der vorliegenden Arbeit immer obige Wahl beibehalten wer-

den, d.h. g(x) soll die Nullstellen o', a?, ... ,a" % enthalten. Dieser Fall wird auch in
[Ber84] verwendet und 148t sich leicht auf die dhnliche Beschreibung der NC-Codes
iibertragen.

Der allgemeinere Fall, in dem ¢(z) beliebige n — k aufeinanderfolgende Nullstellen be-
sitzt, wird in [Ber84] auf Seite 223 beschrieben. In leicht abweichender Schreibweise
findet man diesen Fall z.B. auch in [Bos92], er soll hier nicht weiter verfolgt werden.
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Betrachtet man nun ein Codewort ¢(x) bzw. ¢ des durch g(z) erzeugten Codes, so
muf} dieses aufgrund von Gleichung 2.57 die gleichen Nullstellen besitzen wie g(z).
Analog sind deshalb im transformierten Codewort

¢ =My -c’,

ceC (2.83)

die gleichen Koeffizienten Null wie in y(z), man erhélt den gleichen ,,Block® von
Nullen:

Co Co 1 1 - 1
G 0 1 ol o o1
(o 0 1 (a2)! o (a2)n ! o
: S PN C1
Cok = 0 = 1 (an—k)l . (an—k)n—l :
gnkarl Cnfk+1 1 ( n—k-l—l)l ( n—k-l—l)n—l nr
S W ARSI N

(2.84)

Vergleicht man die Gleichungen 2.77 und 2.84, so erkennt man, daf§ die Priifmatrix
identisch ist mit der 2. bis (n—k+1). Zeile der Transformationsmatrix M,). Dies be-
deutet, daf die Koeffizienten g, ... , 0, des transformierten Empfangswortes g die
Syndromkoeffizienten darstellen und nur vom (transformierten) Fehlerwort abhéngig
sind, nicht jedoch vom gesendeten Codewort. Es gilt ndmlich:

0= M(n) rl = M(n) . (CT + eT) =(+e (2.85)
90 Q0 Co €o
01 S1 0 €1
02 S92 0 €9
' = : + 2.86
On—k Sn—k 0 €En—k ( )
On—k+1 On—k+1 Cn—lc+1 €n—k+1
On—1 On—1 Cn—l €n—1

Die Auswertung der Syndromkoeffizienten im Rahmen der algebraischen Decodie-
rung wird in Abschnitt 2.3.3 beschrieben. Zunéchst soll nun noch auf BCH-Codes
eingegangen werden.

BCH-Codes

BCH-Codes (benannt nach R.C.Bose, D.K.Ray Chaudhuri und A.Hocquenhem) kénnen

als eine Unterklasse von RS-Codes betrachtet werden.
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Im Unterschied zu allgemeinen RS-Codes, bei denen die Informationssymbole Elemen-
te aus GF(p™) sind, sind bei BCH-Codes die Koeffizienten eines Informationsvektors
auch fiir m > 1 aus dem Primkérper GF(p) zu wihlen und auch die Koeffizienten von
Generatorpolynom und Codewértern stammen aus GF(p). Da bindre Anwendungen
heute iiberwiegen, wird meist p = 2 gewihlt.

Wie bei RS-Codes mufl das Generatorpolynom mehrere aufeinanderfolgende Nullstel-
len besitzen. Auch bei BCH-Codes sei hier nur der Fall betrachtet, daf es sich dabei
um die Nullstellen o', a?, ... handelt und nicht der allgemeine Fall.

Wie im Kapitel Kreisteilungsklassen (2.1.2) beschrieben, besitzt ein Polynom genau
dann nur Koeffizienten aus GF(p), wenn es neben einer Wurzel o auch alle dazu
konjugiert komplexen Elemente als Wurzeln besitzt. Es handelt sich dann um ein
minimales Polynom oder das Produkt mehrerer minimaler Polynome.

Diese Tatsache wird bei der Konstruktion des Generatorpolynoms von BCH-Codes
beriicksichtigt. Ansonsten geht man genauso vor wie bei RS-Codes. Man setzt g(z)
praktisch aus aufeinanderfolgenden minimalen Polynomen zusammen.

Sei also « ein primitives Element von GF (p™) und

die Vereinigungsmenge beliebig vieler Kreisteilungsklassen K; der Zahl n = p™ — 1
und seien m; die zugehorigen minimalen Polynome, so ist

g(z) = Hm = [[@-0o) (2.87)

jEM

das Generatorpolynom eines BCH-Codes der Linge n und besitzt nur Koeffizienten
aus GF(p).

Analog zu den RS-Codes ist es fiir die Mindestdistanz eines BCH-Codes entscheidend,
wieviele aufeinanderfolgende Nullstellen g(z) besitzt. Besitzt g(x) d — 1 aufeinander-
folgende Nullstellen, so nennt man d die geplante Mindestdistanz eines BCH-Codes.
Im Gegensatz zu RS-Codes gilt hier nicht d—1 = n—k, BCH-Codes sind asymptotisch
schlecht (siehe [Bos92], Seite 101).

Die wirkliche Mindestdistanz § ist grofler oder gleich der geplanten: § > d.

Die Bestimmung der geplanten Mindestdistanz erfolgt beispielsweise durch Abzéhlen
der aufeinanderfolgenden Nullstellen (siehe Beispiel 2.5). In [Bos92], Seite 93 wird
eine einfachere Methode angegeben.

Die Dimension eines BCH-Codes ergibt sich zu

k=n—|M|=n-grad(g(z)) (2.88)

Der entscheidende Unterschied von BCH-Codes zu RS-Codes liegt in den zusétzlichen
Nullstellen von g(x), die nicht im Block der aufeinanderfolgenden enthalten sind.
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Im transformierten Codewort

Co Co 1 1 . 1
G 0 1 ol ol
G2 0 1 @) - (a2 co
: N N 1
Cd—1 N 0 - 1 (ad—l)l . (ad—l)n—l .
. 2.89
Cd Cd L (@) e (o)™ Cn1 (289)
Cn._l Cn._l 1 (an—l)l ... (an—l)n—l
treten nun neben dem ,,Block® von Nullen
G=-"=C-1=0 (2.90)
noch weitere einzelne Koeffizienten (; = 0 auf.
si = r(at), i=1,...,d—1, (2.91)

so kann kann auch die Decodierung voéllig analog zu RS-Codes erfolgen (siehe Ab-
schnitt 2.3.3). Wie bei RS-Codes spielen dann nur die aufeinanderfolgenden Nullstel-
len in g(z) eine Rolle und die entsprechende Priifmatrix lautet:

1 Otl Oé2 anfl
e 202
1 (ad—l)l (ad—l)Q (ad—l)n—l

In dieser Matrix sind mindestens beliebige d — 1 Spalten linear unabhéngig (siehe
[MS83], Seite 201).

Beachtet man, dal mit einer Nullstelle auch alle dazu konjugiert komplexen Elemente
Nullstellen des Generatorpolynoms ¢(z) sein miissen, so geniigt es, eine Priifmatrix
aufzustellen, in der je nur eine Wurzel eines minimalen Polynoms iiberpriift wird. Ist
das Generatorpolynom das Produkt aus den [ minimalen Polynomen m;, , m;,, ... ,m;,
so erhilt man eine giiltige Priifmatrix mit [ Zeilen:

L) (@) e (e
H,,=| ' @) @ (a2)" (2.93)
TR o

Ersetzt man jedes Element der Matrix durch eine Spalte mit seinen m Komponenten
aus GF(p), so erhélt man eine Matrix H,,;,. mit m - [ Zeilen. Ein Codewort enthélt
n — k = grad(g(z)) Redundanzzeichen und wegen Gleichung 2.13 gilt:

grad(g(z)) <m- L. (2.94)
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Ist der Grad des Generatorpolynoms kleiner als die Anzahl der Matrix-Zeilen, so
sind nicht alle Zeilen der Matrix H,,;,. linear unabhéngig und bereits n — k linear
unabhéngige Zeilen aus H,,;,. stellen auch eine giiltige Priifmatrix dar (vergleiche
[MS83], S.203).

Beispiel 2.5:  Konstruktion eines BCH-Codes
Das folgende Beispiel fiir einen bindren BCH-Code stammt aus [Bos92], Seite 93. Es soll hier analog
zu der vorangehenden Beschreibung von BCH-Codes angegeben werden.

Es wird p = 2 und m = 4 gewihlt. Als primitives Polynom wird p(z) = 2* + z + 1 verwendet, « sei
das primitive Element in GF(2*). Die dadurch erzeugte Logarithmentafel soll an dieser Stelle nicht
aufgefiihrt werden, ist aber in [Bos92] auf Seite 44 abgedruckt.

Der BCH-Codes besitzt dann die Lange n = p™ — 1 = 15 und die Kreisteilungsklassen beziiglich n
lauten:

K, = {1,2,4,8 Ky = {510}
Ky = {3,6,9,12} K; = {7,11,13,14}

Man erhélt die minimalen Polynome

m = @-aYz-z-—a)z-a®)=2"+r+1

ms = (—a®)z—-az-a)z-a)=2r+2* +22 +2+1
ms = (z—a°)(z—a'?)

m; = (z—a")(z—a)(z—-a®)(z-a'?

Waihlt man nun
M = K UK;=1{1,234,6,8,09,12},
———
4
so lautet das Generatorpolynom g(z) mit Koeffizienten aus GF(2)
glx) = mi(z)-ms(z)
= S +z7+25+2" +1

= Sx —aY(z—a®)(z - a®)(z — oz4)l(x —a%)(z —a®)(z — a”)(z — a'?).

4 aufeinanderfolgende Wurzeln

Da es 4 aufeinanderfolgende Wurzeln enthélt, gilt d — 1 = 4 und der so konstruierte BCH-Code
besitzt die Mindestdistanz

d = 5.
Die Anzahl der korrigierbaren Fehler betréigt

d—1 4
t = — | ===2
max \‘ 2 J 2

und die Dimension des Codes ist
k= n—|M|=15-8=T1.
Betrachtet man den BCH-Code als RS-Code, so lautet die Priifmatrix nach Gleichung 2.92:

1 al 042 anfl
_ 1 (a2)1 (a2)2 (aQ)n—l
H= 1 (a3)1 (a3)2 (a3)n—1
1 (a4)1 (a4)2 (a4)n71
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Da das Generatorpolynom sich aus nur zwei minimalen Polynomen zusammensetzt, stellt nach Glei-
chung 2.93 auch die folgende Matrix eine giiltige Priifmatrix dar:

1 al a? alt
Huim = <1 (a3)1 (a3)2 (a3)14>
1 a' o> -+ o't
= < 1 a3 af ... @!2 >

Wihlt man fiir die Elemente des Erweiterungskoérpers die Komponentendarstellung und stellt die 4
Komponenten untereinander in 4 Zeilen dar, so erhilt man die binéire Form der Priifmatrix:

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 O 1
Hmin* =
1 0 0 1
0 0 O 1
0 0 1 1
0 11 1

Da beide in g(z) enthaltenen minimalen Polynome den maximalen Grad m = 4 besitzen, ist n—k = 8
und die 8 Zeilen der Matrix H,in« sind offenbar linear unabhéngig. Sie entsprechen 8 Priifgleichun-

gen.
O

2.3.3 Algebraische Decodierung von RS- und BCH-Codes
mit Hilfe des Berlekamp-Algorithmus

Die Decodierung von RS- und BCH-Codes ist prinzipiell identisch, es muf} lediglich
beachtet werden, daf} die Koeffizienten von Codewortern, Generator- und Informati-
onspolynomen bei BCH-Codes Elemente aus GF'(p) sind, bei RS-Codes dagegen aus
GF(p™). Im folgenden wird vom allgemeineren Fall der RS-Codes ausgegangen. Die
notwendigen Berechnungen finden sowohl bei RS- als auch bei BCH-Codes im Erwei-
terungskérper GF'(p™) mit dem primitivem Element « statt.

Zur Decodierung eines empfangenen und fehlerbehafteten Codeworts r(x) mufi der
Fehler e(x) berechnet werden. Dazu sei folgende Schreibweise vereinbart: Sind an
insgesamt t Stellen Fehler aufgetreten, so lautet das Fehlerpolynom

e(r) = ej, 27" + e, + -+ +ej,27" (2.95)
Die Fehlerwerte bezeichnet man dann mit
Yi =ej, i=1,...,t (2.96)
und die Fehlerstellenwerte

X; = o (2.97)
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kennzeichnen die Fehlerstellen, an denen e;, # 0 gilt. Die Syndromkoeffizienten lassen
sich dann wie folgt schreiben:

n—1 t
sp = e(a®) = Zej(ak)j = ZY;X{“ (2.98)
=0 i=1

Nach Gleichung 2.76 bzw. 2.91 sind bei einem RS- oder BCH-Code mit Mindestdi-
stanz d nur die Syndromkoeffizienten sy, ..., sy_; bekannt. Die Anzahl korrigierbarer
Fehler betrégt fiir den Fall ungerader Mindestdistanz d, der im folgenden vorausge-
setzt werden soll, t,, = (d — 1)/2. Im folgenden gilt daher

(d—1) = 2t,,. (2.99)

Zusétzlich zu den bereits oben verwendeten Polynomen werden nun noch zwei weitere
eingefiihrt:

e Das Fehlerstellenpolynom o(z) eo f(x) wird definiert iiber die Gleichung:
fire; = 0 (2.100)

Durch Anwendung des Faltungssatzes erhélt man die entsprechende Gleichung
im transformierten Bereich:

o(x)-e(x) = 0 moda™ -1 (2.101)
Erginzend soll og = f (a”) = 1 gelten.

Diese Definition dient dazu, die Anzahl der Hamming-Fehler, also das Hamming-
Gewicht dr(e) des Fehlervektors auf den Grad des Fehlerstellenpolynoms o ()
abzubilden. Dies ist nétig, da das Ziel der algebraischen Decodierung darin
liegt, einen Fehlervektor e mit moglichst kleinem Gewicht zu finden, der das
vorliegende Syndrom erzeugt, und da die Eigenschaft kleines Gewicht nicht
algebraisch verwertbar ist. Die Eigenschaft kleiner Grad eines Polynoms ist
dagegen algebraisch zu verwerten.

Die Abbildung der Fehlerzahl auf den Grad von o(z) funktioniert wie folgt:
Damit Gleichung 2.100 erfiillt wird, muf} gelten:

0

h

62'].

1 . !
= fi; = ﬁa(a ) = 0.
D.h. o(z) besitzt die Nullstelle X; = a7, wenn die Komponente r;, des Emp-
fangswortes fehlerhaft ist.
Gelingt es, ein o(x) mit moglichst kleinem Grad zu berechnen, dann gilt aufler-
dem fiir ¢; = 0 immer f; # 0 und der Grad von o(z) ist damit gleich der Anzahl
t der aufgetretenen Fehler.

t
o@) =Y (1-Xuz) = 1+ow+-+oa' (2.102)
i—=1

mit X, # X, fir a#b
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Das Fehlerstellenpolynom o(z) dient der Bestimmung der Fehlerstellen, nicht
aber zur Bestimmung der Fehlerwerte e;. Die Kehrwerte X; seiner Wurzeln sind
die Fehlerstellenwerte und kennzeichnen die Fehlerstellen des Empfangswortes.

Aufgrund von Gleichung 2.100 kann o(z) nur einfache Wurzeln besitzen. Bei
der Decodierung negazyklischer Codes in Kapitel 3.2 ist dies nicht der Fall.

e Das Fehlerberechnungspolynom w(x) sei folgendermaBien definert:

w(r) =o(x) + Z (xXiYi H(l - ij)) (2.103)

J#l

Durch die Umformungen

w(z) = U(w)+zt:<me1i(:§()zx>

=1

= o(x) 1+ xXlYlZ(Xlx)k>>

k=0

)

= o(x) 1+i inXlkxk>>

W

= o(x) 1+Z Y

N
|
_
=
Il
_

=1 \k=1
00 t

= o(z) |1+ Z ZY;X{“) xk>
k=1 \I=1

und mit Hilfe des (unendlichen) Syndrom-Polynoms
00 00 t
sx) =) spaF =) ( Ylek> z* (2.104)
k=1 k=1 \i=1
mit Koeffizienten s; nach Gleichung 2.98 gelangt man zur Gleichung
w(z) =o(z)[1+ s(z)] (2.105)

Da nur die Koeffizienten si,...,s9,  aus dem Empfangsvektor berechnet werden
kénnen, muf} versucht werden eine Losung zur Gleichung 2.106 zu finden.

[1+5(z)]o(z) =w(z) mod z?*! (2.106)

Man bezeichnet diese Gleichung als Schliisselgleichung. Sie entspricht den t,, Glei-
chungen des Gleichungssystems 2.101, die nur von bekannten Koeffizienten s; = e;,
i=1,...,2t, abhingen. Eine darauf basierende Herleitung findet man in [Bos92],
Seite 59 ff.
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Das eigentliche Problem der Decodierung besteht nun in der Bestimmung eines Feh-
lerstellenpolynoms o(x) mit méglichst geringem Grad, welches die Schliisselgleichung
erfiillt. Dies ist dquivalent zu der Suche nach einem Fehlervektor e mit kleinstmdgli-
chem Hamming-Gewicht dy(e), welcher das Syndrom s(x) erzeugt.

Der Berlekamp-Algorithmus iibernimmt diese Aufgabe. Er ist in Anhang B.1 in Form
eines Ablaufdiagramms dargestellt. Darin wird im Hinblick auf Kapitel 3.2 eine et-
was abweichende Schreibweise verwendet. Das Fehlerstellenpolynom wird statt mit
o(xz) mit ®(z) bezeichnet und statt s(z) wird T'(z) verwendet. Im Gegensatz zum
Berlekamp-Massey-Algorithmus, wie er z.B. in [Bos92] angegeben ist, wird beim
Berlekamp-Algorithmus neben dem Fehlerstellenpolynom gleichzeitig das Fehlerbe-
rechnungspolynom w(z) berechnet.

Liegen die Polynome o(x) und w(x) vor, so miissen zunichst die Nullstellen X;™' von
o(x) bestimmt werden, die die Fehlerpositionen angeben. Dies kann beispielsweise
durch probieren d.h. einsetzen aller Elemente o € GF(p™) in o(z) erfolgen. Man
nennt diese Art der Nullstellenbestimmung Chien-Search.

Der letzte Schritt der Decodierung ist die Fehlerwertberechnung. Sie ist fiir binére
BCH-Codes mit e; € GF(2) nicht erforderlich, da hier ein Fehler nur den Wert 1
besitzen kann. Fiir nichtbinire Codes berechnet man Y;, indem man in Gleichung
2.103 die Kehrwerte X;' der Fehlerstellenwerte fiir z einsetzt und dann nach Y;
auflost. Man erhilt:

t
w7 = (X7 + Z (Xi_leYl H(1 - Xin_1)>
=1 G
= 0+ Y JJ(1— X;X;7)
J#1
X!
Y, = w(X; ) (2.107)
H(l - Xin_l)
J#i

In Tabelle 2.1 sind abschlieBend noch einmal alle verwendeten Polynome und die
zugehorigen Koeffizienten-Vektoren aufgelistet.
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Informationspolynom i(x)
Generatorpolynom g(x) oe ()
Codewort, c(x) =1i(z)-g(x) oo ((2)
c oe (
Fehlerpolynom e(x) =31 ViX; oe ¢(2)
(] oo €
Empfangswort r(z) =c(z) +e(z) oe o(x) =00+ ) et + 3] o
r o—e Q
Syndrom s(z) = N e
s=H r"
Fehlerstellenpolynom f(x) oo o(r) =[I_,(1 - X;z)

Fehlerberechnungspolynom

Tabelle 2.1: Variablen bei der algebraischen Decodierung von RS- und BCH-Codes




Kapitel 3

Negazyklische Codes

konstazyklische Codes

zyklische Codes negazyklische Codes i-zyklische Codes

Abbildung 3.1: Einordnung negazyklischer Codes

Die negazyklischen Codes (NC-Codes), welche von Berlekamp in [Ber84] beschrieben
werden, gehdren ebenso wie die zyklischen Codes zur Oberklasse der konstazykli-
schen Codes. Ihre Konstruktion verlduft &hnlich wie die der zuvor beschriebenen RS-
und BCH-Codes und wird in Kapitel 3.1 beschrieben. Die Decodierung unterscheidet
sich stirker von der zyklischer Codes, da statt der Hamming-Metrik die Lee-Metrik
verwendet wird. Wichtige Elemente wie der Berlekamp-Algorithmus kommen jedoch
auch bei der algebraischen Decodierung negazyklischer Codes in Kapitel 3.2 zur An-
wendung.

Zunéchst soll noch der Begriff negazyklisch niher erliutert werden. In Anlehnung an
Gleichung 2.54 bezeichnet man die Operation

Or,1 (€) = (Ken-1,co,C1, - 5 C2) (3.1)

als konstazyklische Verschiebung des Vektors ¢ = (cg, ¢1, ..., Cp_9,¢n_1), da der ein-
zige Unterschied zu einer zyklischen Verschiebung in der Multiplikation des Elements
c,_1 mit der Konstanten « liegt. Die zyklische Verschiebung stellt also eine konsta-
zyklische Verschiebung mit k = 1 dar.

Ol (C) :Ol,l (C) (32)

37
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Fiir k = —1 spricht man von einer negazyklischen Verschiebung:

Ofl,l (C) = (—Cnfl, Co,C1y- - - ,Cn,Q) (33)

Das Element c¢,_; wird bei der Verschiebung negiert. Einen Code, bei dem O_; (c)
fiir jedes beliebige Codewort ¢ wieder ein giiltiges Codewort ergibt, bezeichnet man
als negazyklisch.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl noch andere konstazyklische Codes exi-
stieren. Eine erste Beschreibung i-zyklischer Codes fiir k = i = \/—1 findet man z.B.
in [Hub94b).

Fiir alle konstazyklischen Codes ist eine Darstellung in Polynomschreibweise moglich.
In Gleichung 2.56 wurde bereits die zyklische Verschiebung in Polynomschreibweise
angegeben. Allgemein kann man eine konstazyklische Verschiebung beschreiben als

Ot (c(x)) = x-c(xr) mod (" — k) (3.4)
= KCp_1+ Cox + 01932 +--+ Cn_Qﬂfn_l
und fiir negazyklische Codes ist

O_11 (c(z)) = z-¢(r) mod (2" +1) (3.5)
= —Cpoi + e Fert ey

wiederum die Darstellung eines Codeworts.

3.1 Konstruktion

NC-Codes kann man besonders gut mit bindren BCH-Codes vergleichen.

Bei bindren BCH-Codes ist keine Berechnung der Fehlerwerte notwendig, da mit der
Information , Fehler in r an Stelle :“ die Information ,Fehlerwert e; = 1* untrenn-
bar verbunden ist. Dies hingt zusammen mit der verwendeten Hamming-Metrik, die
nur unterscheiden kann, ob ein Fehler an der Stelle ¢ aufgetreten ist oder nicht. Das
Hamming-Gewicht eines Fehlervektors gibt an, wieviele Fehler innerhalb eines Co-
deworts aufgetreten sind. Dabei entspricht ein Fehler der Verédnderung eines Code-
symbols um den Wert 1. Man benétigt bei bindren BCH-Codes der Linge n genau
n verschiedene Fehlerstellenwerte X; um eindeutig jede mdogliche Fehlerstelle kenn-
zeichnen zu konnen.

Negazyklische Codes sind im allgemeinen nicht binfir, dennoch ist keine getrennte
Fehlerwertberechnung notwendig. Bei NC-Codes gibt das Lee-Gewicht des Fehlervek-
tors nach Gleichung 2.45 an, wieviele Fehler aufgetreten sind. Bei einer Verfilschung
eines Codesymbols ¢; € GF(p) um den Wert e; handelt es sich also nicht um einen
Fehler vom Wert e;, sondern um (e; mod “p) Fehler vom Wert 1 oder —1. Man unter-
scheidet demnach positive und negative Fehler, der Wert eines Fehlers besitzt jedoch
immer den Betrag 1.

Bei einem Code der Linge n existieren daher 2n verschiedene Fehlermuster mit einem
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Fehler vom Betrag 1, also doppelt so viele, wie bei einem biniren BCH-Code, da dort
die Fehler +1 und —1 nicht unterscheidbar sind. Fiir NC-Codes bené&tigt man deshalb
2n verschiedene Fehlerstellenwerte X;. Diese erhilt man folgendermaflen:

Sei « ein Element aus GF(p™) von der Ordnung 2n, so gilt:
o® = 1 (3.6)
= o = -1 (3.7)
Der Fall o™ = 1 ist ausgeschlossen, da die Definition der Ordnung r eines Elements

besagt, daf fiir alle x < r gilt: a® # 1. Die nétigen 2n Fehlerstellenwerte werden nun
folgendermafen den moglichen Einzelfehler zugeordnet (siehe auch Tabelle 3.1):

e Xj=a/, 0<j<n—1
kennzeichnet einen positiven Fehler im Empfangssymbol r;

e X\;=—0al=ao"", 0<j<n-1
kennzeichnet einen negativen Fehler im Empfangssymbol r;

Fehlerstellenwert fiir
positiven negativen im Empfangs-
Fehler Fehler symbol
a? a” = —aY 70
ol ol = gl r
a? a"? = —q? T
o’ Q" = —q’ T
an—l a2n—1 — _an—l Toe1

Tabelle 3.1: Zuordnung der Fehlerstellenwerte X; = o/ zu den méglichen Einzelfehlern

Die Lénge eines negazyklischen Codes ist beschrinkt, da die Ordnung eines Elements
aus GF(p™) maximal den Wert p™ — 1 besitzen kann. Besitzt o diese grofitmogliche
Ordnung, so ist es ein primitives Element und der Code besitzt die maximale mogliche
Lange
p"—1
2

(3.8)

n —

In Anlehnung an die abschlieBende Uberlegung zu zyklischen Codes auf Seite 21 und
an Gleichung 2.58 ist ein Code genau dann negazyklisch, d.h. die Verschiebung eines
Codeworts mod (2" + 1) ist wieder Codewort, wenn fiir das Produkt aus Generator-
und Priifpolynom gilt:

g(@)-h(z) = 2" +1
= 0 mod (2" +1). (3.9)
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Daraus ergibt sich bei bekanntem Generatorpolynom sofort das Priifpolynom

"+ 1
h(x) = 3.10
(@) =" (3.10)
und fiir jedes Codewort muf} gelten:
c(zr)-h(x) =0 mod (z" +1) (3.11)
Da nun wegen Gleichung 3.7 gilt:
; 1 fiir j gerade
\n __ )
()" = { —1 , fiir j ungerade, (3.12)

kann o/ nur fiir ungerades j Nullstelle von 2™ + 1 sein. Im Gegensatz dazu besitzt
2" — 1 nur Nullstellen o/ mit geradem Exponenten j. Dies liefert den Beweis fiir die
Gleichungen 2.15 und 2.16, wenn man beriicksichtigt, dafl dort n als p™ — 1 und nicht
wie hier als (p™ — 1)/2 definiert ist.

Neben der Einschriinkung, da ¢g(z) nur Nullstellen o/ mit ungeraden Exponenten
besitzen darf, kommt bei negazyklischen Codes prinzipiell keine zu denen von BCH-
Codes hinzu. Man wéhlt vollig analog eine Menge beliebiger Kreisteilungsklassen K;
(i ungerade):

i ungerade

g@)= [ mi=][@-0o) (3.13)

i ungerade JEM

Dabei sind K; die Kreisteilungsklassen beziiglich p™ — 1 und enthalten fiir p # 2 nur
ungerade Elemente, wenn 7 ungerade ist. Bei m;(x) handelt es sich um die zugehorigen
minimalen Polynome. Die Koeffizienten des Generatorpolynoms sind aufgrund seiner
Konstruktion aus GF(p) und gleiches gilt fiir die Codepolynome und muf} fiir die
Wahl der Informationspolynome gelten.

Die Dimension eines NC-Codes ergibt sich wie bei BCH-Codes zu

k=n—|M|=n—grad(g(z)) (3.14)

Die Korrekturfihigkeit von NC-Codes wird wie bei RS- und BCH-Codes durch die
Anzahl aufeinanderfolgender Wurzeln im Generatorpolynom bestimmt. Sind die Wur-
zeln o', a?,...  a®mae enthalten, kénnen bei RS- und BCH-Codes mit algebraischer
Decodierung t,,,, Fehler korrigiert werden.

Bei NC-Codes ist die Anzahl der aufeinanderfolgenden Wurzeln o/ mit ungeraden
Exponenten j entscheidend. Es gilt:
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Enthélt ein Generatorpolynom g(z) eines NC-Codes iiber GF'(p) die aufein-
anderfolgenden Wurzeln o', o?, 0, ..., a?"=3, a?m=1 wobei
tp < —— (3.15)

gelte und o € GF(p™) eine 2n-te Einheitswurzel sei, so kann dieser Code
der Liange n = (p™ — 1)/2 bis zu t,, Fehler korrigieren. D.h. er kann alle
Fehlervektoren e der Linge n vom Lee-Gewicht ¢ < ¢, korrigieren.

Einen konstruktiven Beweis hierzu liefert Berlekamp in [Ber84], Seite 213ff in Form
eines Decodieralgorithmus, der in Kapitel 3.2 beschrieben wird.

Zuvor soll jedoch noch die Priifmatrix und das Syndrom angegeben werden. Dazu wer-
den zunéchst die Koeffizienten des Mattson-Solomon Polynoms ¢(z) eines Codeworts
c(x) betrachtet:

CO CO 1 1 cae 1
Cl 0 1 al e anfl
G2 G2 1 (a?)! o (a2)" ! co
E N I C1
Cotm—1 | 0 1 (@ e (@t :
Cotyn (ot 1 (a2t oo (aPm)n! -
Cn.—l Cn‘—l I (@) oo (anHr!

(3.16)
Aufgrund der aufeinanderfolgenden Nullstellen in g(x) gilt fiir jedes Codewort:
G=G@=G="="C(u,1=0.

Auflerdem sind noch weitere einzelne Koeffizienten (; Null, die aber wie bei BCH-
Codes nicht zur algebraischen Decodierung genutzt werden. Die Priifmatrix eines
NC-Codes ergibt sich demnach zu:

1 al a? a™ !
1 (®)! (03)? (a3)n!

H=]| 1 (o)t ()2 (a®)n 1 (3.17)
1. . (a2tm—1)1 . .(.a.z.t;n._.l.)é. e .(.a.Q;T.n._.l.);l._.l

Wie H,,;;, bei BCH-Codes besitzt H so viele Zeilen wie minimale Polynome in ¢(x)
verwendet werden (vergleiche Gleichung 2.93).

Die Koeffizienten des Syndroms s = H - r” berechnen sich aus dem Empfangsvektor
r analog zu Gleichung 2.76 bzw. 2.91 wie folgt

s = r(a), 1=1,3,5,...,2t, —1 (3.18)

= e(al) = ¢,
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und sind nur vom aufgetretenen Fehler e(z) abhéngig. Alle Syndromkoeffizienten mit
geradem Index sind hier im Unterschied zu BCH-Codes unbekannt.

Beispiel 3.1:  Konstruktion eines NC-Codes

Dieses Beispiel ist strukturiert wie Beispiel 2.5 zur Konstruktion von BCH-Codes, damit ein direkter
Vergleich moglich ist.

Es wird p = 5 und m = 2 gewiihlt. Als primitives Polynom wird p(z) = 22 + x + 2 verwendet, a
sei das primitive Element in GF(5%). Die dadurch erzeugte Logarithmentafel ist in Beispiel 2.2 auf
Seite 6 angegeben.

Der NC-Codes besitzt dann die Linge n = (p™ — 1)/2 = 12 und die Kreisteilungsklassen beziiglich
p™ — 1 = 24 lauten:

K, = {2,10}
K, = {1,5} Ky = {4,20}
K3 = {3,15} Ks = {6}
K; = {71,11} Ks = {8,16}
Ky, = {9,21} Ky = {12}
Ky = {13,17} Ky = {14,22}
Ky = {19,23} Kigs = {18}

Man sieht, daf} eine Kreisteilungsklasse entweder nur gerade oder nur ungerade Zahlen enthilt.

Zur Konstruktion eines NC-Codes werden nach Gleichung 3.13 nur die folgenden minimalen Poly-
nome m; mit ungeradem ¢ verwendet:

m = (z—aYz—-a®)=a>+2+2
ms = (z—ao®)(z—a'®)=2"+3
my = (z—a")(z—a')
my = (z—a’)(z—a*)
mis = (z—a®)(z—a'")
mig = (z—a'%)(z—a®)
Wihlt man
M = K UK;={1,3515},
——

3

so lautet das Generatorpolynom des NC-Codes

glz) = mi(z)-ms(z)
= 2 +2°+32+2
= Ex—al)(x—a3)(x—a52(x—a

3

15)

Es besitzt nur Koeffizienten aus GF(5) und hat tpj..x = 3 aufeinanderfolgende Wurzeln o mit
ungeradem Exponenten.
Bedingung 3.15 ist fiir ¢,,, = tBjocr, nicht erfiillt:

p—1

LBlock =3 > 2:T
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Man wéhlt daher fiir ¢, den groBten Wert, der Gleichung 3.15 noch erfiillt:

p—1
tm = T:Q

Der so konstruierte Code kann also (bei Decodierung nach Berlekamp) 2 Fehler korrigieren. Er
besitzt die Dimension

k= n—|M|=12-4=38.

Nach Gleichung 3.17 erhilt man die folgende Priifmatrix:
1 2 . 11
H = ! a3 1 a3 2 a3 11
1 (@) (o) - (&)
1 o o2 -+ alt
- ( 1 a® of - ° >

Geht man nun wie in Beispiel 2.5 vor und verwendet fiir die Elemente aus GF(5%) die Komponen-
tendarstellung, so erhilt man eine Priifmatrix mit Elementen aus GF(5):

103 --- 3
o1 4 .- 3
H, =
12 2 --- 4
0 40 --- 3
g
3.2 Algebraische Decodierung
negazyklischer Codes
Sei folgender Fehler
e(r) = e, + ez +ex? + - ez
vom Lee-Gewicht
t=wp(e(x)) < tm, (3.19)

d.h. mit maximal ¢,, Einzelfehlern aufgetreten, dann 148t sich das Syndrom mit Hilfe
der in Tabelle 3.1 definierten Fehlerstellenwerte

Xi = Oéji
auch wie folgt schreiben:
n—1
si=e(a) =) ejla J—le 1=1,3,5,..., 2, —1 (3.20)
7=0

Die Syndromkoeffizienten sind also Potenzsummen geméfl Gleichung 2.23. Vergleicht
man diese Darstellung mit Gleichung 2.98, so fiillt auf, daf§ in (3.20) die Fehlerwerte
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Y; nicht vorkommen. Dies liegt daran, dal Einzelfehler immer nur die Werte +1
oder —1 besitzen kénnen und dafl das Vorzeichen mit Hilfe zweier verschiedener X;
beriicksichtigt wird. Treten an einer Stelle j mehrere Fehler auf, d.h. es gilt |e;| > 1,
so besitzen zwei oder mehr verschiedene Fehlerstellenwerte X; den gleichen Wert 4o/,
was bei RS- und BCH-Codes nicht erlaubt ist. Gerade aus diesem Grund kann aber
das Fehlerstellenpolynom o(z) fiir NC-Codes genauso definiert werden wie fiir RS-
und BCH-Codes in Gleichung 2.102:

¢
o(z) = H(l —Xix)=1+ox+ - +oa' (3.21)

=1

Wie erwihnt sind hier jedoch mehrfache Nullstellen X; ' méglich, da in einem Co-
desymbol mehrere Fehler auftreten kénnen. Bei bekanntem o(x) kann man dessen
Nullstellen X' wie bei zyklischen Codes durch Chien-Search bestimmen, kennt da-
mit die Fehlerstellen (und Werte +1) und somit auch das Fehlerpolynom e(x).

Ziel der algebraischen Decodierung ist die Bestimmung eines Fehlerpolynoms e(z) mit
moglichst geringem Lee-Gewicht ¢, welches das Syndrom s(x) erzeugt. Dies entspricht
der Suche nach einem Fehlerstellenpolynom o(z) mit moglichst kleinem Grad ¢. Der
Zusammenhang zwischen den bekannten Syndromkoeffizienten (Potenzsummen) s,
und den Koeffizienten des Polynoms o(x) wird durch die Newtonschen Gleichungen
2.30 beschrieben. Es wird nun zunéchst die Polynom-Darstellung der Newtonschen
Gleichungen nach [Ber84] hergeleitet.

Mit Hilfe der Produktregel errechnet sich die Ableitung von o(x) zu

Y x[[0-Xm) ==X, Hj(:f(_l )—(;()jx) (3.22)

i=1 i i=1
und man erhélt
o) eXi NIREED T - X S 2
o(z) B Hf:1(1 — X;x) B Hf:1(1 — X;x)
B i X,z
B — (1 - X;z)

Die Summanden kénnen als geometrische Reihe dargestellt werden und es ergibt sich

ZZXx Z lZXk szk—s

=1 k=1

Hierbei stellt s(z) das (unendliche) Syndrompolynom aus Gleichung 2.104 dar. Man
erhilt die Polynomdarstellung der Newtonschen Gleichungen:

s(z)o(z) + zo'(x) =0 (3.23)
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Jeder Koeffizient des Polynoms mufl Null sein, dies entspricht jeweils einer Gleichung
im Gleichungssystem 2.30, was man durch Ausmultiplizieren tiberpriifen kann.

Da die Koeffizienten s; mit geraden Index [ bei negazyklischen Codes unbekannt sind,
trennt man s(x) und auch o(z) jeweils in zwei Polynome auf: Die Polynome s, und
0. mit geraden Potenzen von x und die Polynome s, und o, mit ungeraden Potenzen.

oe(x) = 1+ o092 + oy + -
o.(r) = o1x+ o3xd 4

unbekannt: s.(z) = 14 592”4 sz’ + - - -
bekannt: s,(z) = sz + s34 - -

Der Ubersichtlichkeit halber wird in den folgenden Umformungen das Argument x
bei den Polynomen weggelassen.

Durch einsetzen in (3.23) ergibt sich

0 = (So+8e)(0p+ 0e) +2(0, + 00)

! !/
S$000 + Se0c + O, + So0c + S0, + TO,
A > A g

~”

w
gerade Potenzen von x  ungerade Potenzen von x

Man erhélt so eine Aufteilung von Gleichung 3.23 in eine Gleichung mit geraden und
eine mit ungeraden Potenzen von x:

So0o + S0 + w0, = 0
So0e + Se00 + X0,

Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen mit o, bzw. ¢, und anschlieflende
Subtraktion erhélt man die Gleichung

5o(02 + 02) + (0,0, — 0.00) =0 (3.24)

welche nur noch s,(z), also die Koeffizienten s; des Syndroms mit ungeraden Indizes,
enthilt und unter bestimmten Bedingungen gel6st werden kann.

An dieser Stelle beginnt der eigentliche konstruktive Beweis von Berlekamp zur Kor-
rekturfihigkeit negazyklischer Codes, der die Grundlage fiir eine algebraische Deco-
dierung darstellt. Prinzipiell ist der Beweis die Umformung von Gleichung 3.24 in eine
Form, die der Schliisselgleichung 2.106 entspricht und die mit Hilfe des Berlekamp-
Algorithmus gel6st werden kann.

Zuniichst wird (3.24) durch o2 geteilt.

(G () e
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Abkiirzend kann man dann schreiben:

Uz) = (3.26)

= 5 (U%(z) — 1) = aU'(x)
Durch Auflésen nach U’(z) und anschlieflende Integration nach z erhélt man
1
U@j:i/gfxx)GJ—%U%x»cm (3.27)

Wertet man das Integral aus, stellt man fest, daf§ U(x) nur Potenzen von z mit
ungeraden Exponenten besitzt. Es gilt:

Ui =0 fiir i ungerade (3.28)
_ U?
Us = RS —;)83 -
—S5 + S3U12 + 812(U1U3)
Us = :
—87 + S5U12 + S3(2U1U3) + 81(2U1U5 + U??)
U, = -
j—1 j—i—1
—s(2j-1) + 2 Sei-y Y. Urlpg-i-n-k)
i=1 k=1
Uej-1y = 51 (3.29)

Bei einem NC-Code iiber dem Primkorper GF(p) tritt bei der Berechnung des Koeffi-
zienten U, eine Division durch p = 0 auf. Um dieses Problem zu vermeiden, sollen im
folgenden immer nur die Koeffizienten Uy, Us, ... , Uy, —1) berechnet werden. Wegen
der Bedingung 2t,, — 1 < p tritt das Problem dann nicht mehr auf. Es gilt also ab
hier:
U(Q?) = Ulﬂf + U3!L'3 + -+ Uth_letm—l
0,(7)

= d z%m 3.30
oo(2) mod x (3.30)

Da U(x) eine ungerade Funktion in z ist, kann man eine gerade Funktion T'(z?) wie
folgt definieren:

T(?) = [L+2U(@@)] " -1 (3.31)
= T’l.’L'2 + TQ.’.L'4 + -4 Ttm.’L'2tm

Die Koeffizienten T; lassen sich durch die folgende Umformung und einen anschlie-
Benden Koeffizientenvergleich bestimmen.

14+T(@?) = [1+2U0(@@)]" (3.32)
1 = 14T [1+2U(x)]



3.2. ALGEBRAISCHE DECODIERUNG NEGAZYKLISCHER CODES 47

Man erhélt:
nn = -U
T2 = —U3 — T1U1
T3 - —U5 - T1U3 - T2U1
T; = —Uy_y —T1Uyi—g — TUpis — -+ — T4 Uy
i—1
= —Uy—1 — ZTjUQi—Qj—I (i=1,2,...,tn) (3.33)
j=1
Da demnach zur Berechnung von 7; nur die Koeffizienten Uy, ... ,Ugy;_yund T}, ... , T;_¢

benétigt werden, kénnen Us;_; und 7T; abwechselnd rekursiv berechnet werden.

Fiihrt man nun noch folgende Hilfspolynome ein

w(z®) = o.(z) (3.34)
d(z?) = 0.(x) +20,(7); (3.35)

~—~

so ergibt sich nach Gleichung 3.30

1+zU(z) = 1+ :L'Zog;
_ 0o(®) + w0e(x) _ O (z?)
oe() w(z?)
(3:32) oy _ w(@?)
= 1+T(x%) = 3(9)
_ w(z)
= 1+T(x) = (1)
und man erhilt die Gleichung
[1+T(z)]®(z) = w(z) (3.36)

die der Schliisselgleichung 2.106 entspricht. Unter bestimmten Bedingungen 148t sich
diese Gleichung mit Hilfe des Berlekamp-Algorithmus 16sen. Geht man davon aus,
daB} nicht mehr als £, Fehler aufgetreten sind, so muf} gelten:

1. ®(0) = w(0) = 0

5 Grad @ < L 0m

t
3. Grad w <

e

2
. ®(x) und w(x) sind relativ prim
—  0.(r) und o,(x) sind relativ prim und besitzen somit keine gemeinsamen
Nullstellen.
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Unter diesen Voraussetzungen wird mit Hilfe des Berlekamp-Algorithmus (Abbildung
B.1) ein Polynom ®(x) mit moglichst kleinem Grad sowie das zugehorige w(x) be-
stimmt, die Gleichung 3.36 16sen.

Im Unterschied zur Decodierung zyklischer Codes mufl anschlieBend aus ®(z) und
w(x) noch das Fehlerstellenpolynom o(x) berechnet werden. Dies geschieht mit Hilfe
der Gleichungen 3.34 und 3.35 wie folgt:

oo(z) = w(z?) (3.37)
P 2\ _ 2
oo(n) = ) zwl@) (3.38)
x
o(x) = o.(x)+ 0,(x) (3.39)
Im letzten Schritt der Decodierung miissen noch die Nullstellen X; ', X, ... X, !

des Fehlerwertpolynoms o(x) berechnet werden, um auf das Fehlerpolynom e(z)
schlieflen zu konnen. Dabei wird folgendermaflen vorgegangen:
Man geht von einem Fehlerpolynom e(z) = eg+e,x+---+e, 12" ' = 0 bzw. Fehler-

vektor e = (eg, e1,...,e, 1) = 0 aus. Das Polynom r(x) = rg + ryx + -+ +r, 12""
stellt den empfangenen Vektor dar.
Man berechnet nun fiir j =0,1,... ,n — 1 jeweils die beiden Werte a; und b;:
a; = o.(r=a) (3.40)
b, = oo(r=0a") (3.41)

Anschlieflend wird fiir jedes j gepriift, welche der folgenden Aussagen zutrifft:

e a; = —b; == positiver Fehlerin r; = ¢;:=¢;+1
Begriindung: a; + b; = o(a?) = 0, d.h. a7 ist Nullstelle von o(z). Dieser
Nullstelle entspricht der Fehlerstellenwert X; = o, der wegen j < n einen
positiven Fehler markiert (siehe Tabelle 3.1).

e a; =b; == negativer Fehlerinr; =— e¢;:=¢;—1
Begriindung: a; —b; = g.(a ) —0,(a?) = go(—a ™)+ 0o(—a ) = o(—a ) =
0, d.h. —a™/ = "7/ ist Nullstelle von o(z). Dieser Nullstelle entspricht der
Fehlerstellenwert X; = o/~ = o™/, der nach Tabelle 3.1 einen negativen
Fehler kennzeichnet.

e a; =bj =0 == Decodierversagen
Begriindung: o/ und o7 sind Nullstellen von o(z), d.h. in r; ist ein positiver und
ein negativer Fehler gleichzeitig aufgetreten - also kein Fehler (vgl. Bedingung
4 7u Gleichung 3.36).

e sonst: kein (weiterer) Fehler in r;

Ist danach das Lee-Gewicht des Fehlers wy, (e) noch kleiner als der Grad ¢ des Feh-
lerstellenpolynoms o(z), so besitzt o(z) mehrfache Nullstellen, d.h. man muf} noch
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weitere Fehlerstellenwerte bestimmen. Dazu ersetzt man o, und o, durch ihre Ablei-
tungen

oe(x) = %ae(x) (3.42)
oo(z) = %ao(:r) (3.43)

und beginnt wieder mit der Berechnung der Werte a; und b; (Gleichungen 3.40 und
3.41). Dabei kann man sich auf die Werte j beschrénken, fiir die e; # 0 gilt.

Insgesamt durchlauft man diesen Kreislauf von Auswerten und Differenzieren solange,
bis man alle Nullstellen von o(z) gefunden und damit das Fehlerpolynom e(z) mit
dem Lee-Gewicht ¢ vollstdndig bestimmt hat.

Wie sich im Laufe der Implementierung des Decodierverfahrens herausgestellt hat,
geniigt es zum Erkennen von Decodierversagen nicht, nur die Bedingungen 1 - 4 der
Gleichung 3.36 zu iiberpriifen. Daher wird zur Erkennung eines méglichen Decodier-
versagens abschlielend gepriift, ob der korrigierte Empfangsvektor r — e ein giiltiges
Codewort darstellt. Ist dies der Fall, so gibt der Decodieralgorithmus als Ergebnis
r — e aus. Im anderen Fall liegt Decodierversagen vor, es kann keine Korrektur vor-
genommen werden und r wird unverdndert ausgegeben.

Aus dem Ausgabevektor der Decodierung muf} schliefilich noch die Information zuriick-
gewonnen werden. Hierbei mufl mufi das verwendete Codierverfahren beriicksichtigt
werden (siehe Kapitel 2.3.1, Seite 21).

Ein Flufidiagramm zu dem oben beschriebenen Decodieralgorithmus ist in Anhang
B.2 abgebildet.

Beispiel 3.2:  Algebraische Decodierung eines NC-Codes

Als Beispiel fiir die Decodierung wird ein anderer NC-Code gewéhlt als in Beispiel 3.1, da die
Berechnungen im Erweiterungskorper G F(5%) relativ aufwendig sind.
Man findet dieses Beispiel in etwas weniger ausfiihrlicher Form auch in [Ber84] auf Seite 217.

Es wird p = 31 und m = 1 gewéhlt, sodal jedes Element durch nur eine Komponente dargestellt
wird. Als primitives Polynom wird p(z) = x — 3 verwendet, a = 3 ist das zugehorige primitive
Element in GF(31). Es ergibt sich die folgende Logarithmentafel:

Exp. 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11} 12 13 14

Komp. 1 3 9 27 19 26 16 17 20 29 25 13 8 24 10

Exp. 15| 16| 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 | 27 28 29

Komp. || 30 | 28 | 22 4 12 ) 15 14 11 2 6 18 | 23 7 21
= -1|-3|-9|-27|-19|-26| -16| -17| =20 | =29 | =25 | —-13 | -8 | =24 | —10

Der NC-Codes besitzt die Lange n = (31 — 1)/2 = 15 und jede Kreisteilungsklasse besitzt nur ein
Element:
Ki = {i}

Die zugehorigen minimalen Polynome lauten :

m; = (z—a')=(z—3%
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Das Generatorpolynom eines 4 Fehler korrigierenden Codes lautet dann

g(®) = mi(z)-ms(x)-ms(x) -my(z) =z +202° + 152° 4+ 282 + 28
= Ex—al)(x—ag)(x—a‘r‘)(x—aq.
tm=4

Bedingung 3.15 ist erfiillt:
2t —1 = T<p
Der Code besitzt die Dimension
E = n—|M=12-4=38.

Ist i = (14,0, 25,5, 16,28,27,7,14,16, 15) der zu iibertragende Informationsvektor, so ergibt sich bei
Codierung durch Multiplikation mit dem Generatorpolynom (siehe Seite 21) das Codewort c.

Bei der Ubertragung iiber einen gestorten Kanal sei der Fehlervektor e vom Lee-Gewicht 4 aufge-
treten und es wurde der Vektor r empfangen:

c= (20,20,11,4,16,9,14,23 ,19,25 5,17,1,6,15)
+ e=(0,0,0,1,0,0,0,—-1,0,-2,0,0,0,0,0)
=  r=(20,20,11,5,16,9,14,22,19,23 5,17,1,6,15)

Da die Zahl der korrigierbaren Fehler nicht tiberschritten wurde, muf3 die Decodierung den aufge-
tretenen Fehlervektor finden und das richtige Codewort ausgeben.

Die Decodierung beginnt mit der Berechnung der Syndromkoeffizienten s; sowie der Koeffizienten
U, firi=1,3,...,2t, — 1

s1 = r(a')=r3"
= 20+20-34+11-94+5-274+16-19+9-26+14-16+22-17
+19-204+23-29+5-25+17-134+1-8+6-24+15-10 = 3145

= 14 mod 31
s3 = r(3%) =7r(27) =30
s5 = r(3%)=r(26)=6
s7 = r(3") =r(17) =11
U, = _Tsl=—14=17 mod 31
- U2 30+ (—14)2-14
Us = 83253 1 - +(_3 (304 16)-21
= —15=16 mod 31
Us = ... =1
Up = ...=0

Daraus kénnen nach Gleichung 3.33 die Koeffizienten des Polynoms T'(z) berechnet werden:

T, = -U; =-17=14 mod 31

T, = -Us3—TUy =-16—-17-14=25 mod 31
T3 = -Us—TUs—ThU =...=1

T = -U;—TWU;-TU;3-1T3U; =---= 3

= 14 T(z) 1+ 14z + 252° + 2* + 32
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Der Berlekamp-Algorithmus liefert als Losung der Schliisselgleichung 3.36 die Polynome ®(z) und
w(z). An dieser Stelle wird nur das Ergebnis angegeben, die Zwischenergebnisse findet man in [Ber84]
in Aufgabe 9.2.

®(x) = 1+ 5z+ 2222
w(z) = 1419z + 242°
= o.(r) = w(z?) =1+ 1927 + 242!
P 2y 2
oo@) = V=L@ _y7p 99,8
x

Der Grad des Fehlerstellenpolynoms o(x) = o.(x) + 0,(z) ist 4, d.h. es sind 4 Fehler vom Betrag 1
aufgetreten und o(z) besitzt 4 Nullstellen. Mit Hilfe von o.(z) und o,(z) lassen sich wie auf Seite
48 beschrieben die Fehlerstellenwerte bzw. der Fehlervektor ermitteln. Im Beispiel erhélt man:

J oOj1(2|3|4|5|6|7 |89 |1011]|12|13]|14

a™d 1 (21 723|186 |2 (11 (14|15 | 5 |12 4 |22]28

aj =o.(a™) 13| 8 (28|11 |11 (14|27 5 [18| 15| 7 (30| 1| 5 | 8

bj =0,(a7) 1511|2220 (191118 5 |20|15 213 | 2| 3| 3
1. Durchgang: e; ; +1 -1 -1
a; =o.(a™?) 20 9 0
bj =0 (a™) 5 4 0
2. Durchgang: e ; -1

|€j=€1,j+€2,j ||0|0|0|+1|0|0|0|_1|0|_2|0|0|0|0|0|

Da man im 1. Durchgang nur 3 Fehler findet, miissen die Ableitungen o’ (z) = 7z + 3z® und

o! () = 17 + 2522 berechnet und im 2. Durchgang ausgewertet werden. Danach kann abgebrochen

werden, da alle 4 Fehler gefunden sind.
Der ermittelte Fehlervektor stimmt wie erwartet mit dem wirklich aufgetretenen Fehler iiberein,
durch Subtraktion erhélt man das gesendete Codewort;:

C = r—e

3.3 Parameter von NC-Codes

Zur Bezeichnung negazyklischer Codes iiber dem GF(p) soll folgende Schreibweise
verwendet werden:

NC(n, k,d, ty,)

Dabei haben die ersten beiden Parameter die gleiche Bedeutung wie bei RS- oder
BCH-Codes: n stellt die Lange und k£ die Dimension des NC-Codes dar. Das heifit n ist
die Anzahl der Codesymbole pro Codewort und k die Anzahl der Informationssymbole
pro Codewort.

d ist die Lee-Mindestdistanz des NC-Codes und da NC-Codes linear sind, ist d gleich-
zeitig das kleinste Lee-Gewicht eines Codeworts ¢ # 0. d darf nicht verwechselt werden
mit der Hamming-Mindestdistanz bei RS- oder BCH-Codes.
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Da die Gewichtsverteilungen von NC-Codes in dieser Arbeit nur an Rande untersucht
worden sind, wird d in den folgenden Kapiteln oftmals nicht angegeben. Eine Tabelle
von Mindestdistanzen findet sich in Anhang A.2. Weitere Informationen dazu findet
man in Kapitel 6.

Der vierte Parameter ¢, gibt an, wieviele Fehler man mit dem vorliegenden Code bei
algebraischer Decodierung nach dem Verfahren von Berlekamp korrigieren kann. Fiir
t,, muf} 3.15 erfiillt sein.

Stellt o ein primitives Element aus GF(p™) dar, und wird die Konstruktion des NC-
Codes iiber den Primkérper G'F'(p) nach Kapitel 3.1 und die algebraische Decodierung
nach Kapitel 3.2 durchgefiihrt, erhilt man folgende Werte fiir die Parameter des
Codes:

P ist Primzahl

pr—1
— 3.44
n 5 (
= n—m-ty, (3.45)
-1
ty < P2 (3.46)
2

Die Parameter einiger NC-Codes sind in Anhang A.1 aufgelistet.

Um einen direkten Vergleich von NC-Codes mit RS- und BCH-Codes zu vereinfachen,
werden im folgenden auch fiir diese Codes vier Parameter angegeben:

RS(n, k, d, tmaz)
BCH(n, k, d, tmaz)

tmaz stellt hier die Anzahl der korrigierbaren Hamming-Fehler bei Decodierung bis
zur halben Mindestdistanz dar und ist direkt aus d zu berechnen (siehe Gleichung

2.72):
tmas = | ——
2

Ublicherweise werden nur n, k und d angegeben.



Kapitel 4

Zu den Simulationen

Ein grofler Teil dieser Studienarbeit bestand aus der Implementierung eines Enco-
ders und Decoders fiir negazyklische Codes als primitive Module fiir das Simulati-
onsprogramm COSSAP. Eine kurze Dokumentation der Module in Form ihrer Mo-
del Definition Files findet man in Anhang C. Eine Beschreibung der gesamten C-
Programmbibliothek sowie der COSSAP-Module stellt [Haa96] dar.

Mit den neuen Modulen wurden Simulationen in COSSAP durchgefiihrt. In diesem
Kapitel soll zunéichst der Simulationaufbau vorgestellt und auf aufgetretene Probleme
hingewiesen werden. Die aufgezeichneten Fehlerraten werden definiert und es werden
Gleichungen zur theoretischen Berechnung der Block-Fehlerwahrscheinlichkeiten an-
gegeben. In Kapitel 5 werden dann die Simulationsergebnisse vorgestellt und mit
den theoretischen Fehlerkurven sowie mit den Fehlerkurven vergleichbarer RS-Codes
verglichen.

4.1 Der Simulationsaufbau fiir NC-Codes

Fiir sémtliche Simulationen und Tests mit NC-Codes in COSSAP wurde der Aufbau
nach Abbildung 4.1 verwendet. Prinzipiell entspricht er dem Ubertragungsmodell aus
Bild 2.3. Als Kanal wird ein komplexwertiger AWGN-Kanal verwendet, der zum Sen-
designal additiv weifles Gaufisches Rauschen hinzufiigt. Beim Modulator handelt es
sich um einen MPSK-Modulator, der die Codesymbole ¢; € GF(p) geméf Abbildung
2.2 (linkes Teilbild) auf M = p Sendesymbole der komplexen Ebene abbildet. Dabei
ist p immer eine Primzahl.

Die nichtbindre Zufallsquelle

Da es sich bei NC-Codes um nichtbinére Codes handelt, bei denen sowohl Informations-
als auch Codesymbole Elemente des GF'(p) sind, bendtigt man fiir Simulationen ei-
ne Informations-Quelle, die solche Symbole liefert. Dabei sollen aufeinanderfolgende
Symbole statistisch unabhéngig sein und bei der Wahrscheinlichkeitsverteilung soll es
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Abbildung 4.1: Simulationsaufbau

sich um eine Normalverteilung handeln. Folgende Moglichkeiten wurden zunéchst in
Betracht gezogen:

1. Binére Zufallsquelle:

Immer |logy(p)| Bit werden zu einer Dualzahl zusammengefaft, die Dezimal-
darstellung dieser Dualzahl wird ausgegeben. Man erhélt mit jeweils gleicher
Wabhrscheinlichkeit 1/(29) eine Zahl aus der Menge {0,1,... ,27—1} mit 27 < p
Elementen; die Zahlen {27—, ... p — 1} kommen nie als Informationssymbole
VOr.

. Binére Quelle mit additiven Sigezahnsignal:

Um wirklich alle Elemente aus GF'(p) zu erhalten, wird zum Zufallssignal, wel-
ches die 1. Quelle liefert, ein diskretes Sdgezahnsignal mod p aufaddiert. Das
heifit es werden nacheinander die Elemente ... ,0,1,...,p — 1,0,1,2,... zu
aufeinanderfolgenden Zufallszahlen addiert. Dies bewirkt, dafl die Menge der
Elemente, die nicht auftreten kénnen, von einem zum anderen Zufallssymbol
wechselt. Im Mittel kommt so jedes Element aus GF(p) gleich hiufig vor.

. Konstante Quelle:

Es wird immer die Zahl 0 ausgegeben.
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4. Nichtbindre Zufallsquelle:
Diese Quelle liefert in zufilliger Reihenfolge Elemente i; € GF(p). Die Wahr-
scheinlichkeiten sind gleichverteilt, d.h. jedes Element kommt im Mittel gleich
h&ufig vor.

Die Quellen wurden in obiger Reihenfolge eingesetzt. Dabei stand zunéchst die Idee
einer bindren Informationsquelle im Vordergrund, wie sie heute im Rahmen digitaler
Datenverarbeitung iiberall zu finden ist. Fiir den Einsatz nichtbinirer Codes ist es von
grofler Bedeutung, eine , verlustfreie“ Mdoglichkeit der Abbildung einer binéren Folge
auf eine Folge nichtbindrer Symbole zu finden, welche dann codiert werden kann. Die
Methoden 1 und 2 geniigen diesem Anspruch nicht, da manche Informationssymbole
nie vorkommen konnen, die prinzipiell zuléssig wiren.

Da das Problem der Abbildung von binéren auf nichtbindre Symbole offenbar nicht
trivial und nicht wesentlicher Bestandteil dieser Studienarbeit ist, wurde es hier nicht
weiter untersucht. Statt dessen wurde nur noch die Symbolebene betrachtet.

Da es prinzipiell zur Bestimmung von Fehlerhiufigkeiten bei Ubertragung mit Kanal-
codierung mittels Simulation keine Rolle spielen darf, welche Information iibertagen
wird, wurde mit Methode 3 auch die einfachste mogliche Quelle betrachtet.

Methode 4 erfiillt schlieBlich als einzige die oben gestellten Anforderungen. Sie wurde
wurde mit Hilfe des Zufallsgenerators in C im COSSAP-Modul ISCR implementiert.

Nachdem bei den ersten Simulationen mit 1000 Symbolfehler als Abbruchkriterium
bei unterschiedliche Quellen etwas unterschiedliche Werte fiir die gleiche Fehlerrate
ermittelt wurden, wurde die Zahl der absolut iibertragenen Symbole auf 1 Million
erhoht. Diese ldngeren Simulationen lieferten nahezu unabhéingig von der verwende-
ten Quelle gleiche Ergebnisse. Dies ist die Bestédtigung dafiir, daf§ die iibertragene
Information keine Auswirkung auf die Fehlerrate hat, wenn man die Simulationszeit
geniigend grofl wihlt.

Alle Simulationen, deren Ergebnisse hier aufgefiihrt sind, wurden schliellich mit dem
Modul ISRC (4. Methode) als Quelle durchgefiihrt.

Mit dem Abbruchkriterium 1000 Symbolfehler wurde ein Kompromif§ zwischen Ge-
nauigkeit und Simulationsdauer gewahlt.

Fiir die Codierung wurde die systematische Methode nach Gleichung 2.68 gewihlt,
da sie wegen dem moglichen Auftreten von Decodierversagen bessere Ergebnisse als
eine nicht systematische Codierung liefert.

4.2 Aufgezeichnete Fehlerhiufigkeiten

Im Simulationsaufbau nach Bild 4.1 werden insgesamt 7 verschiedene Fehlerraten
aufgezeichnet. Sie sollen nun definiert werden. In Abschnitt 4.3 werden dann die
entsprechenden theoretischen Fehlerwahrscheinlichkeiten angegeben.
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Symbolrestfehlerrate P, (symbol error rate)
Héufigkeit, mit der ein gesendetes Informationssymbol 7; nicht mit dem deco-
dierten Informationssymbol ¢; {ibereinstimmt.

Symbolfehlerrate bei Decodierversagen P; ;4
Héufigkeit, mit der ein gesendetes Informationssymbol ¢; im Falle von Deco-
dierversagen nicht mit dem decodierten Symbol i; iibereinstimmt.

Symbolgrundfehlerrate P, (residual symbol error rate)

Héufigkeit, mit der ein gesendetes Informationssymbol ; nicht mit dem deco-
dierten Symbol fj iibereinstimmt, wenn bekannt ist, dafl bei der Decodierung
kein Decodierversagen aufgetreten ist.

Blockrestfehlerrate P,
Haufigkeit, mit der ein gesendetes Codewort ¢ nicht mit dem decodierten Co-
dewort ¢ iibereinstimmt

Blockgrundfehlerrate P,
Haufigkeit, mit der ein gesendetes Codewort ¢ nicht mit dem decodierten Co-
dewort ¢ iibereinstimmt, wenn kein Decodierversagen aufgetreten ist.

Blockfehlerrate bei Decodierversagen F, i

Héiufigkeit, mit der ein gesendetes Codewort ¢ im Falle von Decodierversagen
nicht dem decodierten Codewort ¢ entspricht. Da der Decoder bei Decodierver-
sagen nie ein giiltiges Codewort ausgeben kann, mufy man im Falle korrekter
Implementierung immer P, ¢,y = 1 erhalten. Dieser Wert dient daher nur zu
Priifzwecken.

Decodierversagenshéufigkeit Py,
Haufigkeit, mit der Decodierversagen auftritt.

Neben diesen aufgezeichneten Fehlerraten spielen fiir den Vergleich von codierter zu
uncodierter Ubertragung auch noch die folgenden Héufigkeiten eine Rolle:

e Symbolfehlerrate P, oded :

Hiufigkeit, mit der der Demodulator bei uncodierter Ubertragung auf ein Sym-
bol entscheidet, das nicht mit dem gesendeten Symbol iibereinstimmt

e Blockfehlerrate P, ,,codeq

Hiufigkeit, mit der der Demodulator bei uncodierter Ubertragung bei minde-
stens einem von n aufeinanderfolgenden Empfangssymbolen nicht auf das ge-
sendete Symbol entscheidet.

4.3 Theoretische Fehlerwahrscheinlichkeiten

Als Fehlerwahrscheinlichkeiten bezeichnet man die theoretischen Werte fiir die Feh-
lerhaufigkeiten. An dieser Stelle werden sie aus zwei verschiedenen Griinden auf-
gefithrt. Erstens kann man durch Vergleich der theoretischen Fehlerkurve mit den
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durch Simulation erhaltenen Ergebnissen die korrekte Implementierung der verwende-
ten Algorithmen priifen. Zweitens konnen bestimmte Fehlerkurven wesentlich schnel-
ler berechnet als durch Simulation erzeugt werden. Im folgenden wird immer von
MPSK-Ubertragung iiber einen komplexen AWGN-Kanal mit der einseitigen Rausch-
leistungsdichte N, ausgegangen (vergleiche Abbildung 4.1) .

4.3.1 Fehlerwahrscheinlichkeiten bei MPSK-Ubertragung

Zuniéichst werden die Gleichungen fiir Symbol- und Blockfehlerwahrscheinlichkeit bei
uncodierter MPSK-Ubertragung angegeben, die die Grundlage zur Berechnung bei
codierter Ubertragung bilden.

Symbolfehlerwahrscheinlichkeit P ,;coded

Py, uncoded gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein MPSK-Symbol durch das ad-
ditive Rauschen in ein anderes MPSK-Sendesymbol verfilscht wird. Betrachtet man

i

Abbildung 4.2: MPSK, Bereich fiir korrekte Entscheidung

Abbildung 4.2 und geht davon aus, dafl der schwarze Punkt auf der x-Achse das Sende-
symbol darstellt, so wird der Demodulator bei allen Empfangsvektoren, die innerhalb
des schraffierten Winkelstiicks Ay liegen, auf das richtige Symbol entscheiden. Fiir alle
Empfangsvektoren, die auflerhalb liegen, tritt ein Symbolfehler auf. Die punktierten
Kreise um das Sendesymbol deuten dabei die Hohenlinien der Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung (in Form einer Gaussglocke) an.

In [Pro89] Seite 258ff ist die Demodulation mit Hilfe eines Matched-Filters beschrie-
ben. Das Ergebnis, welches man nach dem Matched-Filter erhilt, ist unabhéngig von
der Form des verwendeten Elementarsignals folgender Vektor im komplexen Signal-
raum:

V = X+jV=2FE+N (4.1)
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Fiir den betrachteten AWGN-Kanal mit der (einseitigen) Rauschleistungsdichte N
ist die Signal-Verstirkung o = 1. E stellt die Signalenergie des Elementarsignals
dar und N ist eine komplexwertige gaufische Zufallsvariable mit Mittelwert Null und
der Varianz 0 = 2aFE;Ny. Normiert man die Sendeenergie E, auf den Wert 1, so
entspricht der Vektor V' bei rauschfreier Ubertragung (N =0) dem Sendesymbol auf
dem Einheitskreis in Bild 4.2.

Fiir N # 0 sind die beiden Komponenten

X = 2E;+Re(N)
Y = Im(N)

statistisch unabhingige gauBverteilte Zufallsvallsvariablen. Thre gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsdichte lautet:

1 ((z—2a 2,2 o2
play) = ploply) = 5o () (4.4)

Aufgrund der Symmetrie der MPSK-Modulation ist eine Darstellung in Polarkoordi-
naten giinstiger:

r = PP (15)

p = tan ! (g) (4.6)
X
1 —(7'2—1—4a2E§—4ch5rcosap)/Qa2
p(ri QO) = r- 271'0'26 (47)

Und da die Entscheidungsgrenzen zwischen zwei Sendesymbolen radial verlaufen (sie-
he Bild 4.3, Seite 60), kann man die Abhéngigkeit in 7 durch Integration beseitigen.
Nach lingerer Rechnung erhélt man die winkelabhingige Wahrscheinlichkeitsdichte

plo) = / " () dr

=0

1 yeost(e) 1 V27 cos(p) 2
= 1+ /4mycos( cos? — / e 17 dz 4.8
o 7 o) (4.8)

bei dem Signal- zu Rauschleistungsverhéltnis

E;

=5 (4.9)

Mit Hilfe der komplementéren Fehlerfunktion (complementary error function)

erfc(r) = /
= \/;/2 o7 dz (4.10)
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kann man die winkelabhéngige Wahrscheinlichkeitsdichte wie folgt angeben:

1 : 1
p(p) = 2—6_7 <1 + /47y cos pe? 5 #) <§erfc (/7 cos go))) (4.11)
s

Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit 148t sich dann berechnen als die Wahrscheinlich-
keit, mit der das Empfangssymbol bzw. der Vektor V' nicht innerhalb des Winkelstiicks
Ag liegt:

Ps,uncoded = 1- // p(x, y) dx dy
Ao)
1= [T

™

M
s

= 1- 2/0vp(<p) dy (4.12)

—~

SE

Eine Auswertung dieses Integrals ist aufgrund des uneigentlichen Integrals in p(¢)
nur numerisch moglich.

Blockfehlerwahrscheinlichkeit P, ,coded

Bei bekannter Symbolfehlerwahrscheinlichkeit erhilt man die Blockfehlerwahrschein-
lichkeit bei uncodierter Ubertragung nach folgender Uberlegung: Ein Block von n
Symbolen ist fehlerhaft, wenn nicht alle n Symbole auf der Empfangsseite richtig er-
kannt werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir die korrekte Ubertragung eines Symbols ist
(1 — P uncodea) und man erhilt:

n
n . .
2 n—u
Pc,uncoded = E , <Z->Ps,uncoded (1 - Ps,uncoded)

i=1

= 1- (1 - Ps,uncoded)n (413)

4.3.2 Die Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit P.
bei RS-und BCH-Codes

Bei codierter Ubertragung mit RS- oder BCH-Codes tritt ein Blockfehler auf, wenn
die Zahl der aufgetretenen Hamming-Fehler die Zahl ¢,, der korrigierbaren Fehler
iiberschreitet. Die Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich mit Hilfe des Binomi-
schen Satzes zu:

n
n\ .. .
L n—i
Pc - Z <Z'>Ps,uncoded (1 - Ps,uncoded)
t=tm+1

tm
n i .
= 1= Z (Z')Ps,uncoded (1 - Ps,uncoded)n ! (414)

1=0
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4.3.3 Die Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit P. bei NC-Codes

Fiir NC-Codes ist die Berechnung der Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit komplizier-
ter als fiir Codes, bei denen die Hamming-Metrik verwendet wird, da aufgrund der
Lee-Metrik bereits bei der Ubertragung eines einzelnen Symbols mehrere Fehler auf-
treten konnen. Betrachtet man Abbildung 4.3 und geht davon aus, daf§ der schwarze
Punkt das Sendesymbol darstellt, dann geniigt es nicht wie in Abbildung 4.2 zwei
Winkelbereiche zu unterscheiden, sondern man muf alle Wahrscheinlichkeiten P; fiir
das Auftreten von j Fehlern in einem Symbol berechnen. P; gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit das empfangene Symbol bzw. der Vektor im Signalraum im Win-
kelbereich A, ; oder A_; liegt.

A+2 AY A+1
2
1 <
A+3 ' AO
AN
Y Sl -
I
4
A_3
6
)
A_Q Afl

Abbildung 4.3: MPSK, Winkelbereiche fiir die Berechnung von P, bei NC-Codes

Fiir MPSK-Ubertragung mit einem Code mit Symbolen aus GF(p) gilt:

M = p (4.15)
§ = {M_lJ (4.16)

Dabei gibt ¢ an, wieviele Fehler maximal in einem Symbol auftreten konnen.
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Die Wahrscheinlichkeiten P; ergeben sich analog zu Gleichung 4.12:

PO =1 _Ps,uncoded:// p(x,y) dﬂ?dy
(Ao)

P = // p(x,y)dxder// p(z,y) dx dy
(A=) (A4s)

(25+1) %
. /( o) de (G <6) (4.17)

2j-1)37

Die Koeffizienten k; der sogenannten Lee Composition k = (kg, k1, ko, ... , ks) geben
an, wieviele Symbole von Lee-Gewicht 0,1,2,...,0 ein Fehlervektor e enthélt, d.h.
bei wievielen Symbolen eines Codeworts bei der Ubertragung 0,1,2,...,8 Fehler
aufgetreten sind (siehe auch Kapitel 6). Der folgende Polynomialkoeffizient (siehe
[BSGI1], Seite 105f) gibt dann die Anzahl mdoglicher Fehlervektoren e an, die die

gleiche Lee Composition k besitzen:

1)
n n!
T Tl ! ki = 11
<k°’k1""’k6> kolky!- - ksl ; " (4.18)

ko gibt die Zahl der unverfilscht {ibertragenen Symbole an und es gilt:

ko = n—Y k (4.19)

Um die Wahrscheinlichkeit P, - zu berechnen, mit der ein Fehlervektor vom Lee-
Gewicht ¢ auftritt mufl man alle Fehlervektoren beriicksichtigen, fiir deren Lee Com-
position (Zle ik;) =t gilt. Mit dem Polynomischen Satz ([BSG91], Seite 106) erhélt
man dann:

)
n k-
Py = Y [T~ 4.20
(wi=1) (ko,kl,---,k5>j:0 j (4.20)
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Kann ein NC-Code nun bis zu t,, Lee-Fehler korrigieren, so tritt ein Blockfehler auf,
wenn das Lee-Gewicht des Fehlers grofler als ¢, ist. Die Blockrestfehlerwahrschein-
lichkeit ergibt sich demnach zu:

tm
P = 1= Pl
t=0

tm n 0 N
_ 1_; 3 <k0,k1,...,k5>jnopf'] (4.21)

)
(3 k)=t
P = 1- ti Z n! P(n—kl—"'—ké)Plﬂ . Pk6
¢ (n—ky — - —ks)lky! - kg™ © 1 9
t=0 s



Kapitel 5

Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel werden die Simulationsergebnisse vorgestellt, die mit dem Simula-
tionsaufbau aus Kapitel 4.1 erzielt wurden.

Aus der Vielfalt méglicher NC-Codes wurden fiir die Simulationen Codes fiir 17-PSK-
und 31-PSK Modulation ausgewihlt. Dies hat folgende Griinde:

e 17 und 31 sind Primzahlen die als Nachbarn Zweierpotenzen (16, 32) besitzen, so
daB ein Vergleich mit RS-Codes iiber dem G F'(2™) vereinfacht wird, da &hnliche
Symbolalphabete vorliegen.

e Beide verwendeten Primzahlen sind geniigend grofl um relativ lange Codes mit
nicht allzugrofien Werten fiir m in GF (p™) zu erhalten.

Fiir die gewihlten Symbolalphabete wurde jeweils eine ganze Schar von Codes bzw.
Fehlerkurven ermittelt, um insbesondere bei kurzen Codes herauszufinden, ab wann
eine Erhohung der Korrekturfihigkeit aufgrund der damit verbundenen Verringerung
der Coderate R keinen weiteren Gewinn mehr liefert.

Die Kurvenscharen fiir die Blockrestfehlerrate P. und die Symbolrestfehlerrate P
sind in Abschnitt 5.1 abgebildet. Anhand von P, wird in den gleichen Abbildungen
ein Vergleich mit den theoretisch berechneten Kurven durchgefiihrt.

In Abschnitt 5.2 wird ein Vergleich der simulierten NC-Codes mit RS-Codes {iber
GF(2™) durchgefiihrt. Noch aussagekriftiger ist der Vergleich zwischen NC-Codes
und verkiirzten RS-Codes iiber GF'(p) in Abschnitt 5.3.

Obwohl in erster Linie die Ergebnisse fiir P, und P; ausgewertet wurden, soll in
Abbildung 5.1 kurz ein Uberblick iiber die Gesamtheit der aufgezeichneten und in
Kapitel 4.2 beschriebenen Fehlerraten gegeben werden.

Wie erwartet gilt P, . = 1, d.h. bei erkannten Decodierversagen liegt immer ein
Blockfehler vor. Die Erkennung von Decodierversagen ist offenbar korrekt implemen-
tiert. Es wird zumindest nicht félschlicherweise auf Decodierversagen entschieden.

Die Kurven der Grundfehlerraten P, ,.; und P; ,.s sind durchgehend besser als die der
Restfehlerraten P, und P;. Auch dies entspricht der Theorie.

63
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NC(144_138,_,3)
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Abbildung 5.1: Aufgezeichnete Fehlerraten am Beispiel NC(144,138,d,3) mit 17PSK

5.1 Restfehlerraten P. und P, einiger NC-Codes

Fiir die folgenden Abbildungen gilt:

Im linken Bild werden Blockrestfehlerraten angegeben. Dabei wurden die durchgezo-
genen Kurven nach Gleichung 4.21 mit Hilfe von MATLAB numerisch berechnet. Die
Punkte stellen die Simulationsergebnisse dar. Die Ubereinstimmung von Simulation
und Theorie ist dabei sehr gut, die implementierten Module funktionieren fehlerfrei.
Im rechten Bild sind jeweils die simulierten Symbolfehlerraten der entsprechenden
NC-Codes abgebildet.

In beiden Bildern ist gestrichelt auch die Fehlerrate bei uncodierter Ubertragung an-
gegeben. Bei der Blockrestfehlerrate mufl dabei immer die jeweilige Codelédnge beriick-
sichtigt werden.

Fiir die beiden kurzen Codes NC(8,8 — ¢,d,t) und NC(15,15 — ¢,d, t) sind die Kur-
venscharen jeweils auf zwei Bilder aufgeteilt, um folgenden Effekt besser darstellen
zu kénnen: Mit zunehmender Fehlerkorrekturfihigkeit, d.h. wachsendem Wert ¢ bzw.
t,, erhdlt man zunéchst bessere Fehlerraten. Erhoht man die Zahl der korrigierbaren
Fehler ¢ immer weiter, so iiberwiegt schliefflich der Effekt der stark abnehmenden
Rate R = k/n und die Fehlerraten werden bei gleichem E,/N, wieder schlechter.
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Abbildung 5.2: Blockrestfehlerrate P,
fiir NC(8,8 — ¢,d, t) und 17-PSK (Teil 1)

Abbildung 5.3: Symbolrestfehlerrate P
fiir NC(8,8 — ¢,d, t) und 17-PSK (Teil 1)
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Abbildung 5.4: Blockrestfehlerrate P,
fiir NC(8,8 — ¢,d, t) und 17-PSK (Teil 2)

Abbildung 5.5: Symbolrestfehlerrate Py
fiir NC(8,8 — ¢,d, t) und 17-PSK (Teil 2)
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Wie man in den Abbildungen 5.6 und 5.7 sieht tritt dieser Effekt bei langen Codes
nicht auf. Hier nimmt die Coderate R auch fiir maximale Korrekturfihigkeit nicht so
stark ab, daf} dieser Effekt stérker als der Codierungsgewinn wére. Bei langen Codes
ergeben sich wirklich fiir denjenigen Code die besten Fehlerraten, der die meisten
Fehler korrigieren kann.

Im folgenden sind die simulierten Restfehlerraten der Codes NC(15,15 — ¢,d, t) auf-
getragen. Da es sich um relativ kurze Codes handelt, tritt auch bei ihnen der oben
beschriebene Effekt auf.

Die theoretischen Blockrestfehlerwahrscheinlichkeiten wurden in diesem Fall nicht be-
rechnet, da die Berechnung aufgrund des grofien Symbolalphabets GF(31) wesentlich
langer dauert als bei den zuvor betrachteten NC-Codes.
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5.2 Vergleich mit RS-Codes iiber GF(2")

Zur Beurteilung des Codierungsgewinns von NC-Codes wurden zunéchst RS-Codes
iiber dem Erweiterungskorper GF(2™) zum Vergleich herangezogen, da fiir diese be-
reits eine Implementierung in COSSAP vorlag (siehe [Kre94]).

Beziiglich des Symbolalphabets ist eine relativ gute Ubereinstimmung méglich, wenn
man als Primzahl p des NC-Codes den Nachbarn einer Zweierpotenz wéhlt. Der Un-
terschied der Fehlerraten bei uncodierter MPSK Ubertragung ist dann relativ gering.
An dieser Stelle werden die simulierten NC-Codes iiber GF(17) mit RS-Codes iiber
GF(2*) verglichen. Die Modulationsverfahren sind also 17-PSK bzw. 16-PSK.

Die Codeparameter sind weniger gut vergleichbar als die Symbolalphabete. Die Lénge
eines RS-Codes ist ngg = p™ — 1, im vorliegenden Fall also ngg = 15. Die Léinge eines
NC-Codes betrigt dagegen nyc = (p™ — 1)/2, im Beispiel also nyc = 8,144, . ...

Fiir den Vergleich wurden schliefilich Codes mit mdoglichst dhnlicher Coderate R =
k/n herangezogen. Die unterschiedlichen Codeléngen diirfen jedoch nicht ganz ver-
nachléissigt werden, da lange Codes aus statistischen Griinden immer steiler abfallende
Fehlerkurven besitzen als kiirzere Codes mit gleicher Rate.

Die folgenden Codes werden jeweils anhand der berechneten Blockrestfehlerwahr-
scheinlichkeiten und der simulierten Symbolfehlerwahrscheinlichkeiten verglichen:

‘ NC-Code, 17-PSK ‘ Ryc H Rpg ‘ RS-Code, 16-PSK H sieche Abbildung ‘

NC(8,4,9,4) 0.5 ] 0.47 | RS(15,7,9,4) 5.12, 5.13
NC(8,6,,2) 0.75 | 0.73 | RS(15, 11, 5, 2) 5.12, 5.13
NC(8,7,.1) 0.88 | 0.87 | RS(15, 13,3, 1) 5.12, 5.13
NC(144,128,_,8) |0.89 5.14, 5.15
NC(144,130,_,7) |0.90 5.14, 5.15
NC(144,140, 2) |0.97 5.14, 5.15

Wie man in den Abbildungen 5.12 und 5.13 sieht, erzielt man fiir R = 0.9 mit den
Codes NC(8,8 — t, d, t) trotz ihrer geringeren Linge vergleichbare Ergebnisse wie mit
den RS(15,15-t,d,t)-Codes. Fiir geringere Coderaten erzielt man sogar einen zusétz-
lichen Gewinn von etwa 1dB bei einer Blockrestfehlerrate von 10~°.

Dieser Gewinn ist in erster Linie darauf zuriickzufiihren, dafl die Lee-Metrik, die bei
NC-Codes verwendet wird, besser fiir die verwendete MPSK-Modulation geeignet ist
als die Hamming-Metrik der RS-Codes, da sie die unterschiedlichen Intersymbolfeh-
lerwahrscheinlichkeiten beriicksichtigt.

Der Vergleich der Codes NC(144,144-2t,d,t) mit den RS-Codes ist schwieriger, da sie
wesentlich ldnger sind und der Abfall ihrer Restfehlerkurven wesentlich steiler ist.
So erzielen die betrachteten NC- und RS-Code mit Rate R = 0.88 bei etwa 18.5dB
gleiche Werte fiir P,. Fiir P, = 10~% erhélt man hier mit den NC-Codes jedoch einen
Gewinn von etwa 2.5dB. In diesem Bereich ist der Code NC(144, 140, _, 2) mit Rate
0.97 vergleichbar mit dem Code RS(15,13,3,1) der Rate 0.87.

Hier ist es schwierig zu entscheiden, ob der Gewinn durch die Lee-Metrik oder die
groflere Lange des NC-Codes erzielt wird.
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Abbildung 5.12: Vergleich zwischen NC(8,8-t,d,t) und RS-Codes, P.
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Abbildung 5.13: Vergleich zwischen NC(8,8-t,d,t) und RS-Codes, P;
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5.3 Vergleich mit verkiirzten RS-Codes iiber GF'(p)

RS-Codes besitzen im allgemeinen Fall das Symbolalphabet GF (p™), NC-Codes sind
dagegen Codes iiber GF(p). Ein Vergleich bei identischem Symbolalphabet ist also
nur fiir m = 1 moglich. Fiir diesen Fall sind RS-Codes identisch zu nichtbinéren
BCH-Codes und besitzen das Symbolalphabet GF(p).

Um gleiche Codeléngen zu erhalten, ist es nétig, die RS-Codes zu verkiirzen. Man
verringert, hierzu die Linge n und die Dimension £ um den gleichen Wert. Die Min-
destdistanz eines RS-Codes bleibt dabei unveréndert, die Coderate R wird jedoch
kleiner.

Folgende Codes werden in Verbindung mit 17-PSK anhand der berechneten Block-
restfehlerwahrscheinlichkeiten in Abbildung 5.16 verglichen:

‘ NC-Code ‘ R ‘ verkiirzter RS-Code ‘ RS-Code ‘
NC(8,7, 1) 0.875
NC(8 6.2) |0.75 |RS(8,6,3, 1) RS(16, 14,3, 1)
NC(8,5,7,3) |0.63
NC(8,4,9,4) |05 | RS(8,4,5,2) RS(16,12,5,2)
NC(8,3,15,5) | 0.375
0.25 |RS(8,2,7,3) RS(16, 10,7, 3)
Vergleich verkuerzte RS <—> NC
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Abbildung 5.16: Vergleich von NC-Codes mit verkiirzten RS-Codes iiber GF(17)

Selbst der beste der verwendeten RS-Codes RS(8,4,5,2) ist noch schlechter als der
schlechteste, wesentlich héherratige NC-Code NC(8,7, _, 1).



5.4. VERGLEICH MIT NICHTBINAREN BCH-CODES 71

Der vergleichbare Code NC(8,4,9,4) mit der Rate R = 0.5 erzielt gegeniiber dem
verkiirzten RS-Code sogar einen zusitzlichen Gewinn von fast 3dB bei P, = 1075,

Der Vorteil der Lee-Metrik gegeniiber der Hamming-Metrik bei MPSK-Modulation
wird hier besonders gut deutlich.

5.4 Vergleich mit nichtbiniren BCH-Codes

Fiir NC-Codes der Linge (p™ — 1)/2 mit m > 1 ist ein Vergleich mit RS-Codes
nicht gut moglich, da RS-Codes fiir m > 1 das Symbolalphabet GF(p™) und nicht
GF(p) besitzen. Fiir solche lingeren NC-Codes wire ein Vergleich mit verkiirzten
nichtbindren BCH-Codes am sinnvollsten, da diese ebenso wie NC-Codes immer nur
Codesymbole aus GF(p) besitzen.

Die Berechnung der Blockrestfehlerrate fiir solche BCH-Codes kann bei bekannten
Parametern wie fiir RS-Codes nach Gleichung 4.14 erfolgen. Da nichtbinire BCH-
Codes jedoch &hnlich wie NC-Codes wenig verbreitet sind und ihre Konstruktion
fiir m > 1 nicht trivial ist, soll an dieser Stelle nur auf diese Vergleichsmoglichkeit
hingewiesen werden. Berechnungen hierzu wurden nicht durchgefiihrt.

5.5 Beispiel fiir Fehlerkorrektur
und Decodierversagen

Zum Abschlufl dieses Kapitels iiber Simulationsergebnisse sollen zwei Abbildungen
den Unterschied der Lee-Metrik zur Hamming-Metrik noch einmal anschaulich ver-
deutlichen. Desweiteren sollen sie veranschaulichen, wann bei einem NC-Code Deco-
dierversagen auftritt.

In Abbildung 5.17 sind fiir einen kurzen Ausschnitt Sendesymbole, Empfangssymbole
sowie die Symbole nach der Decodierung aufgetragen.

Beim 49. Symbol erkennt man deutlich, wie in einem einzelnen Symbol 2 Lee-Fehler
auftreten konnen. Beziiglich der Hamming-Metrik ist diese Verfilschung des Symbols
um den Betrag 2 nur ein Hamming-Fehler.

Die Symbole 56 bis 63 stellen ein Codewort der Linge 8 dar. Da insgesamt 9 Lee-
Fehler in diesem Codewort aufgetreten sind und der Code NC(8,3,15,5) maximal 5
Fehler korrigieren kann, tritt Decodierversagen auf. Dies ist dadurch gekennzeichnet,
daB} die durchgezogene Linie auf den Wert 1 springt und dafl nach der Decodierung
noch genausoviele Fehler (gekennzeichnet durch die Kreise) vorhanden sind wie direkt
nach dem Empfang des Codeworts (Sterne).

Abbildung 5.18 zeigt fiir den gleichen Code, daB alle Codeworte, bei deren Ubert-
ragung maximal 5 Lee-Fehler aufgetreten sind , korrekt decodiert wurden. Nach der
Decodierung ist die Zahl der Fehler in diesen Codeworten gleich Null. Fiir alle anderen
Codeworte wird Decodierversagen erkannt und keine Korrektur vorgenommen.
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Kapitel 6

Anmerkungen zur

Gewichtsverteilung und
Mindestdistanz von NC-Codes

Wihrend der Durchfiihrung der vorliegenden Studienarbeit wurde aufler der Codie-
rung und Decodierung von NC-Codes auch ein Verfahren zur Bestimmung der Ge-
wichtsverteilungen von NC-Codes in der Programmiersprache C implementiert. Dieses
Programm ist wie alle anderen in [Haa96] abgedruckt.

An dieser Stelle soll nur beschrieben werden, wie die Tabellen mit den bisher unbe-
kannten Lee-Mindestdistanzen in Anhang A.2 berechnet wurden, welche Informatio-
nen sie enthalten und welche weiteren Untersuchungsmoglichkeiten sich bieten.

Zum Versténdnis der Vorgehensweise ist die Definition zweier Begriffe notwendig (sie-
he auch [MS83], Seite 145f):

Die Koeffizient k; der sogenannten Lee Composition
k = (ko,kl,kg,... ,k(s) (61)

eines Vektors der Lange n mit Elementen aus GF(p) gibt an, wieviele Elemente vom
Lee-Gewicht i der entsprechende Vektor enthélt. Fiir die Summe der Koeffizienten
muf gelten: Zf:o k; = n.

Das Lee-Gewicht eines Vektors 148t sich auch aus seiner Lee Composition k berechnen:

5
wr(e) =Y ik (6.2)
Als Lee Enumerator eines NC-Codes C bezeichnet man folgenden Ausdruck:

Le(xo, 71, - .-, T5) :legoxlfl"'xlg(s (6.3)

ceC

Er gibt an, wieviele Codewdrter des Codes C welche Lee Composition besitzen und
wird zur Berechnung der Gewichtsverteilung des dualen Codes C mit Hilfe der Mac
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Williams Identitdt benotigt (sieche [MS83], Seite 145).

Die Mindestdistanzen in Anhang A.2 wurden mit dem implementierten Verfahren
nach folgendem Prinzip berechnet:

Zunichst werden durch Multiplikation aller zuldssigen Informationspolynome mit ei-
nem vorgegebenen Generatorpolynom alle Codeworte des jeweiligen Codes erzeugt.
Zu jedem dieser Codeworte wird die Lee Composition bestimmt. Es wird festgehalten,
welche Lee Composition wie oft vorkommt. Dies entspricht dem Aufstellen des Lee
Enumerator.

Anhand der Lee Compositions und ihrer Anzahl kann mit Hilfe von Gleichung 6.2
leicht die Gewichtsverteilung des untersuchten Codes angegeben werden.

In den Tabellen in Anhang A.2 sind aus der Gewichtsverteilung schliefflich nur die
Minimalgewichte bzw. Mindestdistanzen der untersuchten Codes angegeben.

Der zunéichst umsténdlich erscheinende Weg iiber Lee Enumerator und Lee Composi-
tions fiir die Berechnungen wurde gewihlt, um spéter die Berechnung der Gewichts-
verteilungen dualer Codes zu ermoglichen. Die dazu nétige Mac Williams Identitét
wurde im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht implementiert.

Im Zusammenhang mit der vorhandenen Implementierung sei insbesondere auf die
speicherplatzsparende Indizierungsméglichkeit fiir die Lee Compositions hingewiesen
(siehe [Haa96]).

Neben den Mindestdistanzen der untersuchten Codes sind in den Tabellen im Anhang
der Wert fiir die halbe Mindestdistanz t,,,, = L%J, die Anzahl der aufeinanderfol-
genden Wurzeln im Generatorpolynom tp,. sowie die Zahl t,, der nach Berlekamp

korrigierbaren Fehler angegeben.

Vergleicht man diese Werte, so fillt folgendes auf:

e Viele NC-Codes kénnen mit dem Verfahren von Berlekamp nicht bis zur halben
Mindestdistanz decodiert werden, es gilt: t,,4: > tp.

Ein Beispiel dafiir ist der Code NC(5,1,15,4) in Tabelle A.2, der nach Berlekamp
nur ¢, = 4 Fehler korrigieren kann obwohl ¢,,,,, = 7 gilt.

e Es existieren Codes, mit wenigen aufeinanderfolgenden Nullstellen im Genera-
torpolynom, die eine gréflere Mindestdistanz besitzen als die besten nach Ber-
lekamp konstruierten NC-Codes.

Das erste Beispiel hierfiir findet man in Tabelle A.4: Der Code NC(8,2,22,6)
besitzt die Mindestdistanz d = 22, es existiert jedoch ein Code gleicher Lénge
n = 8 und Dimension £ = 2 mit der Mindestdistanz d = 23.

Es bleibt zu untersuchen, inwiefern diese Beobachtungen auch fiir l&ingere NC-Codes
(mit m > 1) gelten.

Fiir lange hochratige Codes ist die Berechnung der Gewichtsverteilungen aufgrund
der riesigen Anzahl von Codewortern praktisch nur noch mit Hilfe der dualen Codes
und der Mac Williams Identitdt moglich.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Studienarbeit wurden die Eigenschaften und die Decodierfiahig-
keit negazyklischer Codes untersucht, welche die Lee-Metrik verwenden. Insbesonde-
re wurden die Codierung von NC-Codes und ein algebraisches Decodierverfahren als
Modul fiir das Simulationsprogramm COSSAP implementiert. Als Grundlage hierzu
diente die Beschreibung negazyklischer Codes durch Berlekamp sowie sein konstruk-
tiver Beweis zur algebraischen Decodierung in [Ber84]. Sowohl die Konstruktion als
auch die Decodierung wurden in Kapitel 3 beschrieben.

Im Anschlufl wurden Simulationen zur Informationsiibertragung mit NC-Codes in
Verbindung mit MPSK-Modulation in COSSAP durchgefiihrt. Dabei wurden Symbol-
und Blockrestfehlerraten aufgezeichnet. Desweiteren wurden Gleichungen zur Berech-
nung der theoretischen Blockrestfehlerwahrscheinlichkeiten hergeleitet (siehe Kapitel
4) und mit MATLAB numerisch ausgewertet. Die simulierten Fehlerraten wurden da-
durch verifiziert und es wurde eine Alternative zur relativ zeitaufwendigen Simulation
geschaffen.

Die ermittelten Fehlerkurven sind in Kapitel 5 dargestellt. Sie wurden mit den Feh-
lerkurven von RS-Codes verglichen. Dabei konnten fiir die untersuchten NC-Codes
zusitzliche Codierungsgewinne von bis zu 3dB gegeniiber vergleichbaren verkiirzten
RS-Codes registriert werden. Diese sind in erster Linie auf die speziell auf die MPSK-
Modulation abgestimmte Lee-Metrik zuriickzufiihren.

Schlielich wurden fiir einige der untersuchten Codes die Gewichtsverteilung bzw. die
Mindestdistanz ermittelt, um eine Beurteilung des realisierten Decodierverfahrens zu
ermoglichen. Die Ergebnisse wurden in Kapitel 6 dargestellt und zeigen, dafl das De-
codierverfahren trotz der guten erzielten Ergebnisse noch verbesserungsfihig ist.

Abschlieflend soll nun noch ein kurzer Ausblick gegeben werden, welche Méglichkeiten
der Weiterfiihrung der vorliegenden Arbeit denkbar sind, welche Probleme noch zu
16sen sind und welche vergleichbaren Ansétze bereits existieren.

e Die Abbildung von bindren Informationen (Bits) auf nicht bindre Codesymbole
wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht ndher untersucht. Sie stellt aber fiir den

75
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Einsatz der nichtbiniren NC-Codes in der Praxis ein nicht zu vernachléssigendes
Problem dar, da heutzutage in allen Bereichen bindre Anwendungen dominieren.

Im Zusammenhang mit dem Berlekamp-Algorithmus wére es interessant, eine
Art Ausldschungskorrektur zu realisieren. Insbesondere wire es dadurch moglich
auch MPSK-Modulationsschemata einzusetzen, bei denen man fiir M keine
Primzahl sondern z.B eine Zweierpotenz wiahlt. D.h. das Codesymbolalphabet
miifite nicht mehr gezwungenermaflen mit dem Sendesymbolalphabet iiberein-
stimmen. Eine Abbildung zwischen Bits und verwendeten Codesymbolen wire
dann unter Umsténden einfacher.

Eine algebraische Decodierung bis zur halben Mindestdistanz wire wiinschens-
wert, ist aber mit dem Verfahren nach Berlekamp aufgrund bestimmter Ein-
schrinkungen nicht méglich. Dies wirft die Frage nach einem modifizierten oder
gianzlich neuen Decodierverfahren auf.

Einen interessanten Ausgangspunkt fiir ein neues Verfahren bieten unter Um-
stdnden die sogenannten Grébner Basen (siehe [BW93]). Untersuchungen wur-
den hierzu noch nicht durchgefiihrt.

Analog zu den negazyklischen Codes und der Lee-Metrik fiir MPSK-Modulation
existieren auch fiir andere Modulationsverfahren spezielle Metriken und Codes:

In [Hub94b| findet man eine erste Beschreibung i-zyklischer Codes iiber der
sogenannten Mannheim-Metrik, die fiir QAM Modulation eingesetzt werden
konnen. FEine erste Untersuchung zu den Gewichtsverteilungen dieser Codes
stellt [Mau96] dar.

Codes iiber Eisenstein-Jacobi Integers die auch zur Klasse der konstazyklischen
Codes zihlen, werden schliefilich in [Hub94a] beschrieben. Die verwendeten Sen-
desymbolalphabete konnen als Teilmenge von QAM-Alphabeten betrachtet wer-
den und besitzen von allen erwéhnten Verfahren die grofite ,,Packungsdichte®.
Daher sind fiir diesen Ansatz die grofiten Codierungsgewinne zu erwarten.

Fiir beide Codes existiert nach Kenntnis des Autors zur Zeit noch kein alge-
braisches Decodierverfahren.



Anhang A

Parameter negazyklischer Codes

A.1 Die Parameter n, k und ¢,

A.2 Grofite Mindestdistanzen d (fiir m = 1)
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p 3 7 11 13 17 19 23 29 31
m 2134 |1]2] 3 4 112 3 ||1] 2 3 1] 2 3 1] 2 1 2 1 2 1 2
tm | 1 12162 | 312|324 | 171 | 1200 || 5 | 60 | 665 || 6 | 84 | 1098 || 8 | 144 | 2456 || 9 | 180 || 11 | 264 || 14 | 420 || 15 | 480
1|k 10|59 | 308 || 222|168 | 1196 | 4 | 58 | 662 || 5| 82 | 1095 || 7 | 142 | 2453 || 8 | 178 || 10 | 262 || 13 | 418 || 14 | 478
2 8 |56 (304 1(20|165|1192 | 3|56 |659| 4|80|1092| 6| 140 | 2450 || 7| 176 | 9 | 260 || 12 | 416 || 13 | 476
3 18 1 162 | 1188 (| 2 | 54 | 656 || 3 | 78 | 1089 || 5 | 138 | 2447 || 6 | 174 || 8 | 258 || 11 | 414 || 12 | 474
4 1152653 (2|76 |1086 | 4136|2444 | 5| 172 || 7 | 256 || 10 | 412 || 11 | 472
) 50650 || 1|74 (1083 | 3134|2441 || 4|170| 6 | 254 | 9 | 410 || 10 | 470
6 721080 || 2| 132 | 2438 || 3| 168 || 5 | 252 | 8 | 408 || 9 | 468
7 11130 (2435|2166 | 4 | 250 | 7 | 406 || 8 | 466
8 128 12432 || 1 | 164 || 3 | 248 || 6 | 404 || 7 | 464
9 162 || 2 | 246 || 5 | 402 || 6 | 462
10 1244 || 4 | 400 5 | 460
11 242 || 3 | 398 || 4 | 458
12 2 1396 || 3 | 456
13 1 (394 2 | 454
14 392 || 1 | 452

Tabelle A.1: Parameter n, k und %, von NC-Codes
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Anhang B

Flufldiagramme wichtiger
Algorithmen
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B.1 Berlekamp-Algorithmus

/ Eingabe /
T(x)
i

O () =1 WO (z) =1
lo =0 3 By =0
K
k=0

A, =Koeffizient von z"*1 in [1 + T'(z)]®® (z)

v

U+ (2) = ) — Agaer® (2)w* ) (z) = w® (z) — Apzy®)

-

/

k) () = A1) (2) 75D () = 27 ()
ler1 =k+1—1 ler1 =1y

Y FD () = A W) () Y *D (2) = 2y B (z)
Byt =1-By B4 = By,

Abbildung B.1:
Berlekamp-Algorithmus zur Lésung der Gleichung [1 + T'(z)]®(z) = w(x)
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B.2 Decodieralgorithmus fiir NC-Codes

[ i |
empfangen

i=i+1
|

Syndromkoeffizient s9; 1 = r(«

1

Berechnung der Koeffizienten Uy; 1 und T;

i

1 <tm
?

2i—1)

ja
i nein

Berlekamp-Algorithmus zur Lésung von
1+ () 9(x) = w(a)
hefert <I>( ) und w(z)

Y
Berechnung des Fehlerstellenpolynoms o (z)

Y

Bestimmung aller Nullstellen X; " von o(z)
und Erstellen des Fehlerpolynoms e(x)

W nein
/ Ausgabe von / / Ausgabe von /

Abbildung B.2: Decodieralgorithmus fiir negazyklische Codes

Ist

r(z) — e(x)

Codewort
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Anhang C

Implementierung in COSSAP

Im folgenden sind die Model Definition Files der Primitiven Module aufgefiihrt, die im
Rahmen dieser Studienarbeit implementiert wurden. Sie beschreiben die Parameter
und die Funktionen dieser Module. Die Namen der Module lauten:

NEGACYCL_C02 (Encoder fiir negazyklische Codes)
NEGACYCL_DE2 (Decoder fiir negazyklische Codes)
ISRC (nichtbinére Zufallsquelle)

Die vollstédndige C-Funktionsbibliothek, die speziell fiir diese Module angefertigt wur-
de, sowie die Programmlistings der Module sind in [Haa96] abgedruckt.

C.1 Der Encoder NEGACYCL_C02

.NAME
NEGACYCL_CO02

.SHORT_DESCRIPTION
Implementation of an Encoder for negacyclic codes.

.DESCRIPTION

This model codes each k nonbinary input symbols to a nonbinary codeword of
length n using a Negacyclic Code.

The coding method is chosen by the parameter ’mode’.

The parameters of a (nonbinary) negacyclic code are:

p, m, t

n=(pm-1) /2 length

1 <=t <= (p-1)/2 number of correctable errors
k =n - tm dimension

Information and code symbols are of GF(p)
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The name of the corresponding Encoder is NEGACYCL_DE2.

. IMPLEMENTATIONS
1 SOURCE_CODE C negacycl_co2

.CLASSES
1 CODEC
2 CHANNEL_CODING

. INPUT_PORTS
1 INFOWORD (I)
input signal with symbols of GF(p)
k symbols are an information vektor

.OUTPUT_PORTS

1 CODEWORD (I)
output signal resulting of coding k input symbols of GF(p)
to a codeword of n symbols of GF(p)

.PARAMETERS
1p (D
has to be a prime, code symbols are of GF(p),
( suited modulation method: p-PSK )
2 m (I)
used galois-field: GF(p~"m)
code-length: n = (p"m-1)/2
3t (D
number of correctable errors
1 <=1t <= (p-1)/2
4 mode (I)
Codingmode: 0 cw(x) = i(x) * g(x)
1 systematical coding with g(x)

.ERROR_CODES
1 WRONG PARAMETER
The parameters of this model are wrong

.HISTORY
6.1 15.3.1996 : Guenther Haas

.END
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C.2 Der Decoder NEGACYCL DE2

.NAME
NEGACYCL_DE2

.SHORT_DESCRIPTION
Implementation of a decoder for negacyclic codes.

.DESCRIPTION

This model corrects an incoming incorrect codeword of a Negacyclic Code using
the Berlekamp Algorithm (Hard Decision), if less than t errors have occured.
Otherwise the received vector isn’t corrected.

After this, the codeword is decoded systematical or not, depending on
parameter ’mode’.

The information vector and the (corrected) codeword are written to the

output ports INFOWORD and RECEIVED VECTOR, besides STATUS is set to O if
decoding was successfull - in case of failure, it’s set to 1.

The parameters of a (nonbinary) negacyclic code are:

p, m, t

n=(p'm-1)/2 length

1 <=t <= (p-1)/2 number of correctable errors
k =n - tm dimension

Information and code symbols are of GF(p)

The name of the corresponding Encoder is NEGACYCL_CO02.

. IMPLEMENTATIONS
1 SOURCE_CODE C negacycl_de2

.CLASSES
1 CODEC
2 CHANNEL_CODING

. INPUT_PORTS

1 RECEIVED_VECTOR (I)
input signal with symbols of GF(p): codeword + errors
n symbols are one vektor
(n is the length of a codeword)

.OUTPUT_PORTS
1 INFOWORD (I)
output signal: information vector of k symbols of GF(p)
resulting from decoding the corrected codeword (status=0)
the received vector (status=1)
using the decoding method given by parameter ’mode’
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2 CORRECTED_VECTOR (I)

corrected codeword or received vector depending on the value of ’status’
3 STATUS (I)

status of the output vectors:

1 = failure in decoding (more than t errors have occured)
0 = 0K, successfull decoding
(only one value per codeword)

.PARAMETERS
1p (D
has to be a prime, code symbols are of GF(p),
( suited modulation method: p-PSK )
2 m (I)
used galois-field: GF(p~"m)
code-length: n = (p"m-1)/2
3t (D
number of correctable errors
1 <=1t <= (p-1)/2
4 mode (I)
(De-) Codingmode: 0 cw(x) = i(x) * g(x)
1 systematical coding with g(x)

.ERROR_CODES
1 WRONG PARAMETER

Some parameters of this model are wrong.
2 IRGENDEINFEHLER

An error has occured during decoding.

( Look at the COSSAP Command Window. )

.HISTORY
6.1 18.3.1996 : Guenther Haas

.END

C.3 Die nichtbinire Zufallsquelle ISRC

.NAME
ISRC

.SHORT_DESCRIPTION
Implementation of a nonbinary random source.

.DESCRIPTION

This model is a nonbinary randam source, which supplies integer values of
{0,1,...,p-1}. It’s based on the c-functions ’rand’ and ’srand(init-value)’.



C.3. DIE NICHTBINARE ZUFALLSQUELLE ISRC

If p is a prime the random values are of the Galois Field GF(p).

.IMPLEMENTATIONS
1 SOURCE_CODE C isrc

.CLASSES
1 SOURCE

.OUTPUT_PORTS

1 OUT_INT (I)
Integer random output signal.
Symbols of {0,1,...,p-1}.

.PARAMETERS
1p (D
establishes the maximum integer value p-1
2 init_value (I)
random seed, start value for the random generator

.HISTORY
6.1 15.3.1995 : Guenther Haas

.END
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Anhang D

Abkiirzungen und Formelzeichen

D.1 Abkiirzungen

AWGN  Additive White Gaussian Noise
BCH Bose Ray-Chaudhuri Hocquenghem

BMD Begrenzte-Mindestdistanz—Decodierung bzw. Bounded Minimum Distance
BPSK Binary Phase Shift Keying

C Programmiersprache C

LGS Lineares Gleichungssystem

C Programmiersprache C

COSSAP Communication System Simulation and Analysis Package
GF(q) Galoisfeld

GF%(q) Korper der absolut kleinsten Reste

HD Hard—Decision

MATLAB Matrix Laboratory

ML Maximum-Likelihood

MPSK M-Phase Shift Keying

NC Negazyklischer Code bzw. Negacyclic Code
QAM Quadratur Amplituden Modulation

RS Reed Solomon (Code)

SD Soft-Decision

SDML Soft—Decision Maximum-Likelihood
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Formelzeichen

Code

dualer Code von C

Codevektor

Codepolynom

decodiertes Codewort

Mindestdistanz

Distanz zweier Symbole

Distanz zweier Vektoren

Euklidische Metrik

Hamming-Metrik

Lee-Metrik

Symbolenergie

Fehlervektor

Fehlerpolynom

Fehlerstellenpolynom

Generatormatrix eines Blockcodes
Generatorpolynom eines zyklischen oder negazyklischen Codes
Priifmatrix eines Block— oder Faltungscodes
Priifmatrix mit moéglichst geringer Zeilenzahl
Priifmatrix mit Elementen aus GF(p)
Priifpolynom eines zyklischen oder negazyklischen Codes
(k x k)-Einheitsmatrix

Informationsvektor

Informationspolynom

geschétzte Informationsfolge

Dimension eines Block- oder Faltungscodes, Anzahl der Komponenten von i

Lee Composition

Komponente der Lee Composition

Kreisteilungsklasse

Lee Enumerator

minimales Polynom

(n x n) - Mattson-Solomon Transformationsmatrix
Menge der zu o' konjugiert komplexen Wurzeln
Menge von Kreisteilungsklassen

Lange des Block— oder Faltungscodes, Anzahl der Komponenten von ¢
komplexwertige, gaul3verteilte Zufallsvariable
einseitige Rauschleistungsdichte

Primzahl

Polynom in x

Polynomkoeffizienten

Wahrscheinlichkeitsdichte in kartesischen Koordinaten
Wahrscheinlichkeitsdichte in Polarkoordinaten
winkelabhéngige Wahrscheinlichkeitsdichte
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P, Blockrestfehlerwahrscheinlichkeit

P, fail Blockfehlerwahrscheinlichkeit bei Decodierversagen

P, res Blockgrundfehlerwahrscheinlichkeit

P, uncodea  Blockfehlerwahrscheinlichkeit (bei uncodierter Ubertragung)
Prair Decodierversagenshaufigkeit

P Symbolrestfehlerwahrscheinlichkeit

P tail Symbolfehlerwahrscheinlichkeit bei Decodierversagen

P es Symbolgrundfehlerwahrscheinlichkeit

Py uncodea  Symbolfehlerwahrscheinlichkeit (bei uncodierter Ubertragung)

q GroBe des Symbolalphabets GF'(q)

r Ordnung eines Elements aus GF'(q)oder Radiusbei Polarkoordinaten
R Coderate (R = £)

r Empfangsvektor

r(r) Empfangspolynom

s Syndrom

S Syndromkoeffizient

s(x Syndrom in Polynomschreibweise

Se(x) Anteil von s(z) mit geraden Exponenten

() Anteil von s(x) mit ungeraden Exponenten

t Fehlerzahl

tm Anzahl korrigierbarer Fehler bei NC-Codes nach Berlekamp

tmax Anzahl korrigierbarer Fehler bei Decodierung von bis zur halben Mindestdistanz

Hilfspolynom bei algebraischer Decodierung von NC-Codes
Hilfspolynom bei algebraischer Decodierung von NC-Codes
Vektor im komplexen Signalraum

Gewicht eines Vektors

Minimalgewicht eines Codes

Euklidische Norm ||x|| eines Vektors

Hamming-Gewicht eines Vektors

Lee-Gewicht eines Vektors

komplexer Sendevektor

Realteil von V

Fehlerstellenwert

Nullstelle des Fehlerstellenpolynoms

komplexer Empfangsvektor

Imaginérteil von V'

Fehlerwert bei Decodierung von RS- und BCH-Codes

<33
Br

E & & g
S EERE W

=

<.

SN b

primitives Element eines Galloisfeldes

() oo ¢(z)
wirkliche Mindestdistanz bei BCH-Codes bzw.
maximale Fehlerzahl pro Symbol bei NC-Codes

S N S

() oo e(x)
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oo g()

Konstante bei konstazyklischer Verschiebung
Kreiszahl

oo r(x)

Standardabweichung

oo f(x), Fehlerstellenpolynom bei algeb. Decodierung
Anteil von o(x) mit geraden Exponenten

Anteil von o(x) mit ungeraden Exponenten
Winkel bei Polarkoordinaten
Fehlerstellenpolynom im Berlekamp-Algorithmus
Fehlerberechnungspolynom
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